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Abstract
To describe a rolling wheelset which is modelled as an elastic body, a formulation is develo-
ped which provides the consideration of forces circulating around the wheelset. The wheel-
set is regarded as a rotational symmetric body. This allows the application of a semi-analytic
description of the eigenmodes which are used as shape functions for the description of the
deformations. In the multi-body simulation software SIMPACK, the necessary extensions for
the SARS description (semi-analytic description for a rotational symmetric structure) were ma-
de. By using the modified SIMPACK version, the running behaviour of a railway vehicle with
wheelsets which are modelled as elastic bodies is calculated.
Zusammenfassung
Fu¨r die Beschreibung eines rollenden Radsatzes, der als elastischer Ko¨rper modelliert wird,
wird eine Formulierung entwickelt, die die Belastung durch Kra¨fte an einem umlaufenden
Angriffspunkt ermo¨glicht. Der Radsatz wird hierbei als rotationssymmetrischer Ko¨rper be-
trachtet. Dies ermo¨glicht die Anwendung einer semi-analytischen Beschreibung der Eigen-
moden des Radsatzes, welche als Formfunktionen zur Beschreibung der Deformationsbewe-
gungen verwendet werden. In dem Mehrko¨rper-Simulationsprogramm SIMPACK wurden die
entsprechenden Erweiterungen fu¨r die SARS-Beschreibung (semi-analytische Beschreibung ei-
ner rotationssymmetrischen Struktur) vorgenommen. Mit der derart modifizierten SIMPACK-
Version wird das Laufverhalten eines Schienenfahrzeugs mit elastisch modellierten Radsa¨tzen
berechnet.
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1 Problemstellung
Viele technische Systeme beinhalten Rotoren, d.h. Komponenten, die gegenu¨ber anderen Kom-
ponenten, die Statoren genannt werden, große Drehbewegungen ausfu¨hren. Hierbei ist viel-
fach die Wechselwirkung zwischen Rotor und Stator von Interesse. In einigen Fa¨llen ist zusa¨tz-
lich die Strukturdynamik des Rotors relevant. Eine Anwendung, die zugleich den Anstoß fu¨r
die vorliegende Arbeit gab, ist die Modellierung des Radsatzes eines Schienenfahrzeugs als
elastischer Ko¨rper. Bei einem Schienenfahrzeug ko¨nnen die Radsa¨tze als Rotoren dar und der
Fahrwerkrahmen als Stator angesehen werden. Die Beru¨cksichtigung der Strukturdynamik ei-
nes Radsatzes ist eine wesentliche Voraussetzung fu¨r Modellierung ho¨herfrequenter Pha¨nome-
ne wie La¨rm und bestimmte Verschleißformen wie Radpolygone und Schienenriffel.
Die einfachste mechanische Beschreibung ergibt sich fu¨r einen starren Rotor mit zentrisch an-
greifenden Kra¨ften. Die Beschreibung wird jedoch komplizierter, wenn
• die Kra¨fte exzentrisch angreifen,
• die Strukturdynamik des Rotors modelliert werden soll.
Anhand eines Fahrzeugrades soll zuna¨chst der Unterschied zwischen zentrisch und exzen-
trisch angreifenden Kra¨ften kurz erla¨utert werden: Die Kra¨fte, die an der Lagerung des Rades
an seiner Nabe angreifen, sind zentrische Kra¨fte, wa¨hrend die Kra¨fte, die am Aufstandspunkt
des Rades auf der Fahrbahn angreifen, exzentrische Kra¨fte sind. Betrachtet man die Kra¨fte vom
Rad aus, so a¨ndern die zentrisch angreifenden Kra¨fte wa¨hrend der Drehung des Rades nur ih-
re Orientierung, also ihre Richtung, wa¨hrend ihr Angriffspunkt, na¨mlich die Nabe, konstant
bleibt. Bei exzentrisch angreifenden Kra¨ften a¨ndert sich jedoch neben der Orientierung auch
der Angriffspunkt der Kra¨fte, denn aufgrund des Abrollens ist sta¨ndig ein anderer materieller
Punkt des Rades im Kontakt mit der Fahrbahn, d.h. die Kra¨fte zwischen Rad und Fahrbahn lau-
fen um das Rad um. Es liegt eine wandernde Kraft, also eine Kraft mit variablem Angriffspunkt
vor. Im Falle eines starren Ko¨rpers ist die Beru¨cksichtigung wandernder Kra¨fte aufgrund der
einfachen Kinematik unproblematisch. Bei einem elastisch modellierten Ko¨rper, auf den Kra¨fte
mit variablem Angriffspunkt einwirken, tauchen jedoch Schwierigkeiten auf.
U¨blicherweise werden die Bewegungen elastisch modellierter Ko¨rper durch eine Modalsyn-
these beschrieben, d.h. verschiedene Formfunktionen, die eine bestimmte Verteilung der Ver-
formungen der Struktur beschreiben, werden durch Modalkoordinaten skaliert und u¨berlagert.
Sehr ha¨ufig werden als Formfunktionen ausgewa¨hlte Eigenmoden der Struktur verwendet. Die
Werte dieser Formfunktionen mu¨ssen an den Stellen, an denen Kra¨fte in die Struktur einge-
leitet werden. U¨blicherweise werden diese Formfunktionen mit der Finite-Elemente-Methode
oder FE-Methode berechnet; als Ergebnis sind die Verformungen an den diskreten Knoten des
FE-Modells bekannt. Die Beschreibung von Kra¨ften, die an festen materiellen Punkten an der
elastischen Struktur angreifen, ist daher unproblematisch. Sollen aber wandernde Kra¨fte an
dem elastisch modellierten Ko¨rper angreifen, so mu¨ssen die Verformungen fu¨r jeden Punkt, an
dem die Kra¨fte angreifen ko¨nnen, bekannt sein; praktisch ist also eine kontinuierliche Beschrei-
bung der Formfunktionen entlang des Weges der Kra¨fte u¨ber den Ko¨rper erforderlich. Die mit
dem FE-Modell bestimmten Verformungen liegen nur an diskreten Punkten vor.
Eine Lo¨sung dieses Problems besteht darin, die Formfunktionen zwischen den Knoten, an de-
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nen ihre Werte vorliegen, zu interpolieren. Durch die Interpolation ko¨nnen jedoch Rechenun-
genauigkeiten entstehen, und fu¨r eine brauchbare Interpolation kann eine sehr hohe Anzahl an
Knoten, fu¨r die die Werte der Formfunktionen gespeichert werden mu¨ssen, erforderlich sein.
In der vorliegenden Arbeit soll ein anderer Weg beschritten werden. Dieser Weg besteht dar-
in, bestimmte Eigenschaften der Formfunktionen gezielt auszunutzen. In sehr vielen Fa¨llen, so
auch im Fall des Radsatzes, handelt es sich bei den Rotoren um rotationssymmetrische Struk-
turen. Weiterhin laufen die wandernden Kra¨fte auf einer geschlossenen Bahn, die im unver-
formten Zustand ein Kreis ist, um den Ko¨rper um; dies ist auch im Fall des Radsatzes gege-
ben, sieht man von den kleinen seitlichen Verlagerungen des Kontaktgebietes ab, die durch
Momente beru¨cksichtigt werden ko¨nnen. Bei der exakten Lo¨sung des Eigenmodes einer rota-
tionssymmetrischen Struktur ist die Verteilung der Verformungen u¨ber den Umfang, also auf
einer solchen geschlossenen Bahn, eine trigonometrische Funktion, die fu¨r alle Punkte auf dem
Umfang problemlos ausgewertet werden kann. Diese trigonometrische Funktion besitzt nur
drei Parameter, na¨mlich ihre Periodizita¨t, ihre Amplitude und ihre Phasenlage.
Im Kapitel 2.1 wird die eine analytische Lo¨sung fu¨r den Eigenmode eines Rotationsko¨rpers
hergeleitet. In den Kapiteln 2.2 und 2.3 wird die Kinematik der Verformungen fu¨r einen wan-
dernden Bezugspunkt hergeleitet. Wie schon erwa¨hnt, liegen die Werte der Formfunktionen,
die mit einem FE-Modell bestimmt werden, nur an diskreten Punkten vor. Im Kapitel 2.4 wird
daher ein Vorgehen, wie aus vorliegenden diskreten Werten die analytische Verteilung der Ver-
formungen u¨ber den Umfang bestimmt werden kann, sowie die dazu erforderlichen mathema-
tischen Grundlagen beschrieben. Im Kapitel 3 wird die Umsetzung der in Kapitel 2 hergeleite-
ten Beschreibung in dem Mehrko¨rper-Simulationsprogramm SIMPACK angegeben. Im Kapitel
?? werden Ergebnisse, die mit der neuen Beschreibung ermittelt wurden, vorgestellt.
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2 Theoretische Grundlagen
Fu¨r die Beschreibung einer Kraft, welche mit vera¨nderlichem Angriffspunkt an einem elas-
tischen Ko¨rper angreift, sind einige theoretische Grundlagen erforderlich, die im Folgenden
hergeleitet und erla¨utert werden. Die Voraussetzungen hierfu¨r sollen vorab kurz skizziert wer-
den:
• Der elastische Ko¨rper ist rotationssymmetrisch.
• Die Umlaufbewegung der angreifenden Kraft entsteht durch eine Drehung des Ko¨rpers
um die Achse der Rotationssymmetrie.
• Die Deformationsbewegungen des elastischen Ko¨rpers werden durch eine Modalsynthe-
se beschrieben.
• Die fu¨r die Modalsynthese verwendeten Ansatzfunktionen mu¨ssen eine Isotropieeigen-
schaft besitzen, welche im Folgenden na¨her erla¨utert wird. Diese Eigenschaft ist beispiels-
weise fu¨r die Eigenmoden einer ruhenden rotationssymmetrischen Struktur gegeben.
In den folgenden Herleitungen wird ha¨ufig auf die Symmetrieeigenschaften und die Additi-
onstheoreme der trigonometrischen Funktionen zuru¨ckgegriffen. Die Symmetrieeigenschaften
lauten:
sin(−α) = − sinα , cos(−α) = cos(α) (2.1)
Die Additionstheoreme lauten:
sin (α + β) = sinα cosβ + cosα sin β (2.2)
cos (α + β) = cosα cos β − sinα sin β (2.3)
2.1 Eigenschaften rotationssymmetrischer Strukturen
Fu¨r ein dreidimensionales linear-elastisches Kontinuum stellen die Navierschen Gleichungen
die allgemeinste Beschreibung dar. Diese Gleichungen lauten:
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Hierbei stellen U = U(x, y, z, t), V = V (x, y, z, t) und W = W (x, y, z, t) die Verformungen in
Richtung der Koordinaten x, y und z dar. Weiterhin bezeichnen G, ν und ρ den Schubmodul,
die Querkontraktionszahl und die Dichte des Materials.
Bei einer rotationssymmetrischen Struktur ist eine Darstellung in Zylinderkoordinaten nahe-
liegend. Im Fall eines Radsatzes ist die y-Achse die Achse der Rotationssymmetrie; daher bleibt
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die Koordinate y hier unvera¨ndert, wa¨hrend die kartesischen Koordinaten x und z durch Po-
larkoordinaten ersetzt werden. Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten x
und z und den Zylinderkoordinaten r und φ lautet:
x = r sinφ , z = r cosφ (2.7)
Damit ergibt sich fu¨r die Ableitungsregeln:
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Der Zusammenhang zwischen den Verformungen in kartesischen Richtungen U und W einer-
seits und der Radialverformung R und der Tangentialverformung T andererseits lautet:
U = R sinφ + T cosφ , W = R cosφ− T sinφ (2.9)
Setzt man die Zusammenha¨nge (2.9) in die Gleichungen (2.4), (2.5) und (2.6) ein und wendet
die Ableitungsregeln (2.8) an, so erha¨lt man fu¨r die Navierschen Gleichungen:
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Fu¨r eine rotationssymmetrische Struktur sind die Werkstoffparameter G, ν und ρ unabha¨ngig
vom Azimut φ. Es gilt also:
G = G(r, y) , ν = ν(r, y) , ρ = ρ(r, y) (2.13)
Zur Lo¨sung der Navier-Gleichungen in der Formulierung, die durch (2.10), (2.11) und (2.12)
dargestellt wird, wird der folgende Ansatz gewa¨hlt:
R(r, φ, y, t) = R(k),i(r, y) cos
(
kφ + β(k),i
)
cos
(
ω(k),it + α
)
T (r, φ, y, t) = T(k),i(r, y) sin
(
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)
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(
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)
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(
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)
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(
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)
(2.14)
Damit lassen sich die Navierschen Gleichungen mit diesem Ansatz auf die folgende Form re-
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duzieren:
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Damit ist es gelungen, das urspru¨ngliche Problem zu vereinfachen: Die Funktionen R(k),i, T(k),i
und V(k),i ha¨ngen nur noch von den Koordinaten r und y ab.
Eine weitere Lo¨sung, die zu (2.14) orthogonal ist, stellt der folgende Ansatz dar:
R(r, φ, y, t) = R(k),i(r, y) sin
(
kφ + β(k),i
)
cos
(
ω(k),it + α
)
T (r, φ, y, t) = −T(k),i(r, y) cos
(
kφ + β(k),i
)
cos
(
ω(k),it + α
)
V (r, φ, y, t) = V(k),i(r, y) sin
(
kφ + β(k),i
)
cos
(
ω(k),it + α
)
(2.18)
Hierfu¨r ergeben sich die selben Gleichungen (2.15), (2.16) und (2.17). Da die beiden Lo¨sungen
fu¨r k > 0 (2.14) und (2.18) zwar orthogonal sind, aber die gleiche Eigenkreisfrequenz ω(k),i
besitzen, ist ω(k),i also eine doppelte Eigenkreisfrequenz. Hierdurch la¨sst sich die ra¨umliche
Orientierung der resultierenden Schwingung abbilden. Diese ra¨umliche Orientierung besteht
in der Lage der Nullstellen sowie der Maxima und Minima der Verformungen. Deutlich wird
dies, wenn man einen willku¨rlich gewa¨hlten Winkel β∗ = β(k),i +Δβ vorgibt. Dann erha¨lt man
fu¨r die Radialverformung R unter Verwendung des Additionstheorems (2.3):
R(r, φ, y, t) = R(k),i(r, y) cos (kφ + β
∗) cos
(
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)
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(
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)
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[
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In analoger Weise gilt diese Umformung fu¨r die Axialverformung V . Fu¨r die Tangentialverfor-
mung ergibt sich durch das Additionstheorem (2.2):
T (r, φ, y, t) = T(k),i(r, y) sin (kφ + β
∗) cos
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)
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(
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)
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)
cos
(
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Es gilt also insgesamt:
R(r, φ, y, t) = cos (Δβ)R(k),i(r, y) cos
(
kφ + β(k),i
)
cos
(
ω(k),it + α
)
− sin (Δβ)R(k),i(r, y) sin
(
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(
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)
cos
(
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)
− sin (Δβ) (−T(k),i(r, y) cos (kφ + β(k),i) cos (ω(k),it + α))
V (r, φ, y, t) = cos (Δβ)V(k),i(r, y) cos
(
kφ + β(k),i
)
cos
(
ω(k),it + α
)
− sin (Δβ)V(k),i(r, y) sin
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)
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(
ω(k),it + α
)
(2.21)
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Durch eine Linearkombination der Lo¨sungen (2.14) und (2.18) la¨sst sich also jede ra¨umliche
Orientierung darstellen. Dies stellt die eingangs erwa¨hnte Isotropieeigenschaft der Eigenmo-
den dar. Diese Eigenschaft ist wiederum auf die Isotropie der rotationssymmetrischen Struktur
zuru¨ckzufu¨hren, d.h. auf die Tatsache, dass die rotationssymmetrische Struktur keine ra¨umli-
che Vorzugsrichtung besitzt.
Verwendet man zur Darstellung des Eigenmodes, der sich aus dem Lo¨sungsansatz (2.14) ergibt,
eine Vektorschreibweise, so la¨sst sich der Eigenmode unter Verwendung der Additionstheore-
me (2.2) und (2.3) in die folgende Form bringen:
Ui1 =
[
0 Vi(r, y) Ri(r, y)
]T cos (kiφ + βi) + [ Ti(r, y) 0 0 ]T sin (kiφ + βi)
=
[
0 Vi(r, y) Ri(r, y)
]T (cos (kiφ) cos βi − sin (kiφ) sinβi)
+
[
Ti(r, y) 0 0
]T (sin (kiφ) cos βi + cos (kiφ) sin βi)
=
⎡⎣ Ti(r, y) sin βiVi(r, y) cos βi
Ri(r, y) cos βi
⎤⎦ cos (kiφ) +
⎡⎣ Ti(r, y) cos βi−Vi(r, y) sin βi
−Ri(r, y) sin βi
⎤⎦ sin (kiφ)
= Ui,A cos (kiφ) + Ui,B sin (kiφ) (2.22)
Fu¨r den Eigenmode, der sich aus (2.18) ergibt, erha¨lt man unter Verwedung der Theoreme (2.2)
und (2.3) die entsprechende Darstellung:
Ui2 =
[
0 Vi(r, y) Ri(r, y)
]T sin (kiφ + βi)− [ Ti(r, y) 0 0 ]T cos (kiφ + βi)
=
[
0 Vi(r, y) Ri(r, y)
]T (sin (kiφ) cos βi + cos (kiφ) sinβi)
− [ Ti(r, y) 0 0 ]T (cos (kiφ) cosβi − sin (kiφ) sin βi)
=
⎡⎣ Ti(r, y) sin βiVi(r, y) cos βi
Ri(r, y) cos βi
⎤⎦ sin (kiφ) +
⎡⎣ −Ti(r, y) cos βiVi(r, y) sin βi
Ri(r, y) sin βi
⎤⎦ cos (kiφ)
= Ui,A sin (kiφ)−Ui,B cos (kiφ) (2.23)
Fu¨r k = 0 ergeben sich dagegen nur einfache Eigenformen. Dies ist darauf zuru¨ckzufu¨hren,
dass sich fu¨r k = 0 rotationssymmetrische Eigenformen ergeben, welche keine ra¨umliche Ori-
entierung besitzen. Setzt man in den Gleichungen (2.14) k = 0, so ergibt sich:
∂2V(0),i
∂r2
+
∂2V(0),i
∂y2
+
1
r
∂V(0),i
∂r
+
1
1− 2ν
∂
∂y
(
∂R(0),i
∂r
+
R(0),i
r
+
∂V(0),i
∂y
)
+ ω2(0),i
ρ
G
V(0),i = 0 (2.24)
∂2R(0),i
∂r2
+
∂2R(0),i
∂y2
+
1
r
∂R(0),i
∂r
− R(0),i
r2
+
1
1− 2ν
∂
∂r
(
∂R(0),i
∂r
+
R(0),i
r
+
∂V(0),i
∂y
)
+ ω2(0),i
ρ
G
R(0),i = 0 (2.25)
Es zeigt sich, dass die Radialverformung und die Axialverformung einerseits von der Tan-
gentialverformung andererseits entkoppelt sind. Setzt man umgekehrt in den Gleichungen
(2.18) k = 0, so erha¨lt man die entkoppelte Gleichung, welche die Tangentialverformungen
beschreibt.
∂2T(0),i
∂r2
+
∂2T(0),i
∂y2
+
1
r
∂T(0),i
∂r
− T(0),i
r2
+ ω2(0),i
ρ
G
T(0),i = 0 (2.26)
Die Eigenformen, welche rotationssymmetrisch sind und eine reine Tangentialverformung be-
schreiben, sind die Torsionsschwingungen des Ko¨rpers.
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U¨blicherweise werden die Eigenmoden einer Struktur mit den Verformungen in kartesischen
Koordinatenrichtungen beschrieben. Die vorliegende Lo¨sung wurde jedoch fu¨r die Verformun-
gen in Richtung von Zylinderkoordinaten ermittelt. Daher wird die folgende Transformation
aufgestellt: ⎡⎣Ui(x = r sinφ, y, z = r cosφ)Vi(x = r sinφ, y, z = r cosφ)
Wi(x = r sinφ, y, z = r cosφ)
⎤⎦
︸ ︷︷ ︸
Wi
=
⎡⎣ cosφ 0 sinφ0 1 0
− sinφ 0 cosφ
⎤⎦
︸ ︷︷ ︸
A2(φ)
⎡⎣Ti(r, φ, y)Vi(r, φ, y)
Ri(r, φ, y)
⎤⎦
︸ ︷︷ ︸
Ui
(2.27)
Wie bereits beschrieben, existieren fu¨r k > 0 zu jeder Eigenkreisfrequenz zwei orthogonale
Eigenformen. Aus dem Ansatz (2.14) ergibt sich die folgende Darstellung: Als Ergebnis kann
festgehalten werden:
1. Bei einem Eigenmode einer ruhenden rotationssymmetrischen Struktur ist die Verteilung
Verformungen in Radial-, Tangential- und Axialrichtung u¨ber den Umfang eine trigono-
metrische Funktion mit genau einer Periodizita¨t k ∈ N0.
2. Fu¨r eine Periodizita¨t k > 0 treten doppelte Eigenfrequenzen auf, zu denen zwei orthogo-
nale Moden existieren.
Der Grund fu¨r die Existenz der doppelten Eigenfrequenzen fu¨r k > 0 soll noch kurz erla¨utert
werden: Die rotationssymmetrische Struktur ist isotrop und besitzt daher keine ra¨umliche
”Vorzugsrichtung”, d.h.: Wa¨hrend zwar die Periodizita¨t und damit der Abstand zwischen den
Maxima, Minima oder Nullstellen der Verformungsverteilungen bekannt sind, so ha¨ngt die
absolute Lage der Maxima, Minima und Nullstellen auf dem Umfang, also die ra¨umliche Ori-
entierung, ebenso wie die Amplitude der Schwingung von den Anfangsbedingungen ab. Fu¨r
die Schwingung eines Modes, die hinsichtlich der Amplitude und der ra¨umlichen Orientie-
rung eindeutig bestimmt ist, sind also zwei Anfangsbedingungen erforderlich. Dies la¨sst sich
auch durch eine entsprechende U¨berlagerung zweier zusammengeho¨riger Eigenmoden mit
der gleichen Eigenfrequenz beschreiben. Dagegen ist die Verteilung der Verformungen u¨ber
den Umfang fu¨r Eigenmoden mit k = 0 konstant. Somit gibt es bei diesen Eigenmoden kei-
ne ra¨umliche Orientierung und daher auch keine zwei orthogonalen Moden mit der gleichen
Eigenfrequenz.
2.2 Kinematik der Translationsbewegung
Es soll die Bewegung eines Punktes P betrachtet werden; an diesem Punkt befindet sich ein
Massenelement des Ko¨rpers B. Unter Verwendung eines Referenzpunkts R und des ko¨rperfes-
ten Koordinatensystems B lautet die Lage des Punktes im Inertialsystem I :
rIP = r
I
R + A
IBrBRP (2.28)
Hierbei ist AIB die Drehmatrix, durch die das ko¨rperfeste System B auf das Inertialsystem
abgebildet wird.
Bei einem elastischen Ko¨rper wird zweckma¨ßigerweise ein Bezugspunkt B eingefu¨hrt. An die-
sem Bezugspunkt befindet sich das betrachtete Partikel im undeformierten Zustand. Durch die
Deformation rBBP wird das Partikel vom Bezugspunkt B an den aktuellen Punkt P verschoben.
Damit lautet die Lage des Punktes P:
rBRP = r
B
RB + r
B
BP ⇒ rIP = rIR + AIB
(
rBRB + r
B
BP
)
(2.29)
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Die absolute Geschwindigkeit des Punktes P ergibt sich durch die Ableitung des Lagevektors
rIP nach der Zeit, wobei zu beachten ist, dass der Vektor r
B
RB zeitlich konstant ist.
vIP = v
I
R + A˙
IBrBRP + A
IBr˙BRP
= vIR + ω˜
I
IBA
IBrBRP + A
IBr˙BRP
= vIR + ω˜
I
IBA
IB (rBRB + rBBP)+ AIBr˙BBP (2.30)
Hierbei ist ωIIB der Vektor der Drehgeschwindigkeit des ko¨rperfesten Systems B gegenu¨ber
dem Inertialsystem I . Hierfu¨r gilt mit dem Tildeoperator:
A˙IB = A˙IBAIBTAIB︸ ︷︷ ︸
E
= A˙IBAIBT︸ ︷︷ ︸
ω˜IIB
AIB , ω˜IIBx = ω
I
IB × x (2.31)
Durch die Transformation der Lage und der Geschwindigkeit in das ko¨rperfeste Koordinaten-
system B erha¨lt man:
rBP = A
BIrIP = A
BI [rIR + AIB (rBRB + rBBP)]
= ABI rIR + r
B
RB + r
B
BP (2.32)
vBP = A
BIvIP = A
BI
[
vIR + ω˜
I
IBA
IB (rBRB + rBBP)+ AIBr˙BBP]
= ABI vIR + A
BI ω˜IIBA
IB (rBRB + rBBP)+ r˙BBP (2.33)
Wie schon im vorangegangen Kapitel beschrieben, ist zur Beschreibung eines Rotationsko¨rpers
die Verwendung von Zylinderkoordinaten vorteilhaft. Auch hier soll als Achse der Rotations-
symmetrie wieder die 2-Achse gewa¨hlt werden. Mit den bereits bekannten Zusammenha¨ngen
x = r sinφ , z = r cosφ , U = R sinφ + T cosφ , W = R cosφ− T sinφ (2.34)
erha¨lt man die folgende Darstellung
rBRP =
⎡⎣x + U(x, y, z, t)y + V (x, y, z, t)
z + W (x, y, z, t)
⎤⎦ =
⎡⎣[r + R(r, φ, y, t)] sinφ + T (r, φ, y, t) cos φy + V (r, φ, y, t)
[r + R(r, φ, y, t)] cosφ− T (r, φ, y, t) sin φ
⎤⎦
=
⎡⎣ cosφ 0 sinφ0 1 0
− sinφ 0 cosφ
⎤⎦⎛⎝⎡⎣ 0y
r
⎤⎦+
⎡⎣T (r, φ, y, t)V (r, φ, y, t)
R(r, φ, y, t)
⎤⎦⎞⎠
= A2(φ) (x0(r, y) + u(r, φ, y, t)) (2.35)
r˙BRP = A2(φ)u˙(r, φ, y, t) (2.36)
Hierbei kennzeichnen der Vektor x0 die Relativlage im unverformten Zustand und der Vektor
u die Deformationsbewegung.
Fu¨hrt der elastische Rotationsko¨rper eine Rotationsbewegung um seine Symmetrieachse aus,
so la¨sst sich ein achsfestes ZwischensystemA in der folgenden Weise definieren:
AIB = AIAAAB (2.37)
Mit der 2-Achse als Symmetrieachse und dem Winkel χ als Drehwinkel lautet die Matrix AAB:
AAB =
⎡⎣ cosχ 0 sinχ0 1 0
− sinχ 0 cosχ
⎤⎦ (2.38)
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Durch die Transformation der Relativlage in das achsfeste KoordinatensystemA und geeignete
Anwendung der Additionstheoreme (2.2) und (2.3) erha¨lt man:
rARP = A
ABrBRP = A
ABA2(φ) (x0 + u(t))
=
⎡⎣ cosχ 0 sinχ0 1 0
− sinχ 0 cosχ
⎤⎦⎡⎣ cosφ 0 sinφ0 1 0
− sinφ 0 cosφ
⎤⎦ (x0 + u(t))
=
⎡⎣ cosχ cosφ− sinχ sinφ 0 cosχ sinφ + sinχ cosφ0 1 0
− sinχ cosφ− cosχ sinφ 0 − sinχ sinφ + cosχ cosφ
⎤⎦ (x0 + u(t))
=
⎡⎣ cos(φ + χ) 0 sin(φ + χ)0 1 0
− sin(φ + χ) 0 cos(φ + χ)
⎤⎦ (x0 + u(t)) = A2(φ + χ) (x0 + u(t))
= A2(θ) (x0 + u(t)) , θ = φ + χ (2.39)
In analoger Weise erha¨lt man fu¨r die Darstellung der Relativgeschwindigkeit im SystemA:
∗
rARP = A
AB r˙BRP = A
ABA2(φ)u˙(t) = A2(θ)u˙(t) (2.40)
Die Kennzeichnung mit dem Stern anstelle des Punktes wird verwendet, um zu verdeutlichen,
dass es sich hierbei um die in das System A transformierte Geschwindigkeit und nicht um die
Ableitung der Lage in der Darstellung im SystemA handelt.
Fu¨r die Einwirkung raumfester Kra¨fte wird nun dasjenige Partikel betrachtet, welches im achs-
festen SystemA einen bestimmten Referenzort durchla¨uft. Dieser Ort wird durch den konstan-
ten Winkel θ bezeichnet. Umgekehrt bedeutet dies, dass immer dasjenige Partikel betrachtet
wird, dessen Koordinate φ gegeben ist durch:
φ = θ − χ(t) (2.41)
U¨blicherweise werden die Deformationsbewegungen durch eine Modalsynthese beschrieben.
Verwendet man als Formfunktionen die Eigenformen des Rotationsko¨rpers, wie sie im vori-
gen Kapitel hergeleitet wurden, und beru¨cksichtigt stets beide Eigenformen einer doppelten
Eigenkreisfrequenz, so erha¨lt man fu¨r die Modalsynthese der Tangential-, Axial- und Radial-
verformungen:
u(t) =
n∑
i=1
(Ui1(r, φ, y)qi1(t) + Ui2(r, φ, y)qi2(t)) (2.42)
Wie bereits beschrieben, lautet die Struktur der Formfunktionen U i1(r, φ, y) und Ui2(r, φ, y):
Ui1(r, φ, y) = Ui,A cos (kiφ) + Ui,B sin (kiφ) (2.43)
Ui2(r, φ, y) = Ui,A sin (kiφ)−Ui,B cos (kiφ) (2.44)
In diese Form kann nun der zeitlich vera¨nderliche Azimut φ = θ − χ(t) eingesetzt werden,
wobei im Folgenden die Zeitabha¨ngigkeit von χ nicht mehr explizit angegeben wird. Aufgrund
der Additionstheoreme (2.2) und (2.3) und der Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen
Funktionen gilt:
φ = θ − χ ⇒ sin(ki φ) = sin (ki (θ − χ)) = sin(ki θ) cos(ki χ)− cos(ki θ) sin(ki χ)
⇒ cos(ki φ) = cos (ki (θ − χ)) = cos(ki θ) cos(ki χ) + sin(ki θ) sin(ki χ) (2.45)
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Setzt man diese Ausdru¨cke in die Formfunktionen ein, so erha¨lt man:
Ui1(r, φ, y) = Ui,A(r, y) cos(ki φ) + Ui,B(r, y) sin(ki φ)
= Ui,A(r, y) [cos(ki θ) cos(ki χ) + sin(ki θ) sin(ki χ)]
+Ui,B(r, y) [sin(ki θ) cos(ki χ)− cos(ki θ) sin(ki χ)]
= [Ui,A(r, y) cos(ki θ) +Ui,B(r, y) sin(ki θ)]︸ ︷︷ ︸
Ui1(r,θ,y)
cos(ki χ)
+ [Ui,A(r, y) sin(ki θ)−Ui,B(r, y) cos(ki θ)]︸ ︷︷ ︸
Ui2(r,θ,y)
sin(ki χ)
= Ui1(r, θ, y) cos(ki χ) + Ui2(r, θ, y) sin(ki χ) (2.46)
Ui2(r, φ, y) = Ui,A(r, y) sin(ki φ)−Ui,B(r, y) cos(ki φ)
= Ui,A(r, y) [sin(ki θ) cos(ki χ)− cos(ki θ) sin(ki χ)]
−Ui,B(r, y) [cos(ki θ) cos(ki χ) + sin(ki θ) sin(ki χ)]
= [Ui,A(r, y) sin(ki θ)−Ui,B(r, y) cos(ki θ)]︸ ︷︷ ︸
Ui2(r,θ,y)
cos(ki χ)
+ [−Ui,A(r, y) cos(ki θ)−Ui,B(r, y) sin(ki θ)]︸ ︷︷ ︸
−Ui1
sin(ki χ)
= Ui2(r, θ, y) cos(ki χ)−Ui1(r, θ, y) sin(ki χ) (2.47)
Der Zusammenhang zwischen den Moden Ui1(r, φ, y) und Ui2(r, φ, y) einerseits und den Mo-
den Ui1(r, θ, y) und Ui2(r, θ, y) andererseits soll hier na¨her betrachtet werden, um die Idee des
Vorgehens deutlich zu machen. Es gilt:
Ui1(r, φ, y) = Ui1(r, θ, y) cos(ki χ) + Ui2(r, θ, y) sin(ki χ) (2.48)
Ui2(r, φ, y) = −Ui1(r, θ, y) sin(ki χ) + Ui2(r, θ, y) cos(ki χ) (2.49)
Durch geeignete Umformungen erha¨lt man:
Ui1(r, θ, y) = Ui1(r, φ, y) cos(ki χ)−Ui2(r, φ, y) sin(ki χ) (2.50)
Ui2(r, θ, y) = Ui1(r, φ, y) sin(ki χ) + Ui2(r, φ, y) cos(ki χ) (2.51)
Die Moden Ui1(r, θ, y) und Ui2(r, θ, y) sind die Moden des Rotationsko¨rpers im Zwischenko-
ordinatensystem A. Wie die Gleichungen (2.50) und (2.51) zeigen, lassen sich diese Moden als
Linearkombinationen der Moden im ko¨rperfesten Koordinatensystem B darstellen, wobei die
Skalarfaktoren vom Winkel χ abha¨ngen und damit zeitlich vera¨nderlich sind. Dadurch, dass
beide Moden, die zu einer doppelten Eigenfrequenz geho¨ren, bei der Modalsynthese beru¨ck-
sichtigt werden, bleibt die Isotropie der Struktur erhalten, so dass sich stets Bewegungen in
jeder beliebigen ra¨umlichen Orientierung, die im konkreten Fall durch das Koordinatensystem
A vorgegeben wird, beschreiben lassen.
Damit lautet die Modalsynthese fu¨r die Verformungen in Richtung der Zylinderkoordinaten:
u(t) =
n∑
i=1
(Ui1(r, φ, y)qi1 + Ui2(r, φ, y)qi2)
=
n∑
i=1
([Ui1(r, θ, y) cos(ki χ) + Ui2(r, θ, y) sin(ki χ)] qi1
+ [Ui2(r, θ, y) cos(ki χ)−Ui1(r, θ, y) sin(ki χ)] qi2)
=
n∑
i=1
(Ui1(r, θ, y) [cos(ki χ)qi1 − sin(ki χ)qi2] + Ui2(r, θ, y) [sin(ki χ)qi1 + cos(ki χ)qi2])
(2.52)
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Fu¨r die Verformungsgeschwindigkeit erha¨lt man analog:
u˙(t) =
n∑
i=1
(Ui1(r, φ, y)q˙i1 + Ui2(r, φ, y)q˙i2)
=
n∑
i=1
(Ui1(r, θ, y) [cos(ki χ)q˙i1 − sin(ki χ)q˙i2] + Ui2(r, θ, y) [sin(ki χ)q˙i1 + cos(ki χ)q˙i2])
(2.53)
Im vorigen Kapitel wurde der folgende Zusammenhang zwischen den Darstellungen der
Formfunktionen in kartesischen Koordinatenrichtungen Vi(r, φ, y) und in Richtungen der Zy-
linderkoordinaten Ui(r, φ, y) aufgestellt:
Vi(r, φ, y) = A2(φ)Ui(r, φ, y) (2.54)
Setzt man nun den Ausdruck der Modalsynthese (2.53) in die Gleichung (2.39) ein, so erha¨lt
man mit diesem Zusammenhang:
rARP = A2(θ) (x0 + u(t))
= A2(θ)x0 +
n∑
i=1
(A2(θ)Ui1(r, θ, y) [cos(ki χ)qi1 − sin(ki χ)qi2]
+A2(θ)Ui2(r, θ, y) [sin(ki χ)qi1 + cos(ki χ)qi2])
= A2(θ)x0 +
n∑
i=1
(Vi1(r, θ, y) [cos(ki χ)qi1 − sin(ki χ)qi2]
+Vi2(r, θ, y) [sin(ki χ)qi1 + cos(ki χ)qi2]) (2.55)
In analoger Weise ergibt sich fu¨r die Relativgeschwindigkeit:
∗
rARP = A2(θ)u˙(t)
=
n∑
i=1
(Vi1(r, θ, y) [cos(ki χ)q˙i1 − sin(ki χ)q˙i2]
+Vi2(r, θ, y) [sin(ki χ)q˙i1 + cos(ki χ)q˙i2]) (2.56)
Die Ausdru¨cke rARP und
∗
r ARP lassen sich auch in Matrizenschreibweise angeben. In dieser
Schreibweise lautet die Modalsynthese der Deformationsbewegung fu¨r einen ko¨rperfesten
Punkt:
rBBP(x, y, z, t) =
n∑
i=1
Vi(x, y, z)qi(t) = S(x, y, z)q(t) (2.57)
Hierbei werden die Modalkoordinaten qi(t) in dem Vektor q(t) und die Formfunktionen
Vi(x, y, z) spaltenweise in der Matrix S(x, y, z) angeordnet:
S(x, y, z) =
[ · · · Vi−1(x, y, z) Vi(x, y, z) Vi+1(x, y, z) · · · ] (2.58)
Definiert man nun neue Modalkoordinaten der Form:
Qi1 = qi1 cos(kiχ)− qi2 sin(ki χ) (2.59)
Qi2 = qi1 sin(kiχ) + qi2 cos(ki χ) (2.60)
und ordnet diese Koordinaten in einem Vektor Q an, so la¨sst sich eine Transformationsmatrix
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T der folgenden Form angeben:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
Qi1
Qi2
...
Ql2
Ql1
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
Q
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
. . .
...
... · · · ... ... · · ·
. . . cos(ki χ) − sin(ki χ) . . . 0 0 . . .
. . . sin(ki χ) cos(ki χ) . . . 0 0 . . .
. . .
...
... · · · ... ... · · ·
. . . 0 0 . . . cos(kl χ) sin(kl χ) . . .
. . . 0 0 . . . − sin(kl χ) cos(kl χ) . . .
· · · ... ... · · · ... ... . . .
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
T(χ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
qi1
qi2
...
ql2
ql1
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
q
(2.61)
Auf der Hauptdiagonalen der Matrix T(χ) stehen Elemente der Form cos(k i χ). Außerhalb der
Diagonalen entha¨lt jede Zeile und jede Spalte nur maximal ein Element der Form ± sin(ki χ),
welches von Null verschieden sein kann. Alle u¨brigen Elemente der Matrix sind gleich Null.
Damit lassen sich die beiden Vektoren rARP und
∗
rARP nun in Matrizenschreibweise angeben:
rARP = A2(θ)x0 +
n∑
i=1
(Vi1(r, θ, y) [cos(ki χ)qi1 − sin(ki χ)qi2]
+Vi2(r, θ, y) [sin(ki χ)qi1 + cos(ki χ)qi2])
= A2(θ)x0 + S(r, θ, y)T(χ)q(t) (2.62)
∗
rARP =
n∑
i=1
(Vi1(r, θ, y) [cos(ki χ)q˙i1 − sin(ki χ)q˙i2]
+Vi2(r, θ, y) [sin(ki χ)q˙i1 + cos(ki χ)q˙i2])
= S(r, θ, y)T(χ)q˙(t) (2.63)
Transformiert man die beiden Vektoren rARP und
∗
rARP nun wieder in das ko¨rperfeste Koordina-
tensystem B, so erha¨lt man:
rBRP = A
BA(χ)rARP = A
BA(χ)rARB + A
BA(χ)S(r, θ, y)T(χ)q(t) , rARB = A2(θ)x0 = const
(2.64)
r˙BRP = A
BA(χ)
∗
rARP = A
BA(χ)S(r, θ, y)T(χ)q˙(t) (2.65)
In dieser Formulierung sind die Referenzlage rARB sowie die FormfunktionenS(r, θ, y) konstant.
Die Drehmatrix ABA(χ) und die Transformationsmatrix T(χ) ha¨ngen dagegen von χ und da-
mit von der Zeit t ab.
Fu¨r die Anwendung des Jourdain’schen Prinzips wird die virtuelle Geschwindigkeit des Punk-
tes beno¨tigt. Mit den Umformungsregeln des Tildeoperators sowie durch Einsetzen des Aus-
drucks (2.65) erha¨lt man:
vBP = A
BI vIR + A
BI ω˜IIBA
IB (rBRB + rBBP)+ r˙BBP
= ABI vIR −
(
r˜BRB + r˜
B
BP
)
ABI ωIIB + A
BA(χ)S(r, θ, y)T(χ)q˙ (2.66)
Die virtuelle Geschwindigkeit ergibt sich zu:
δ′vBP = A
BI δ′vIR −
(
r˜BRB + r˜
B
BP
)
ABI δ′ωIIB + A
BA(χ)S(r, θ, y)T(χ) δq˙ (2.67)
Der Winkel χ ist in der Drehmatrix ABA(χ), in der Modalmatrix S(r, θ, y) = S(r, φ + χ, y) und
der Transformationsmatrix T(χ) enthalten; folglich kann die Winkelgeschwindigkeit χ˙ nur in
Ableitungen dieser Terme nach der Zeit auftreten. Derartige Ableitungen sind in dem dritten
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Summanden des Ausdrucks (2.67) nicht enthalten, so dass die einzigen Geschwindigkeitster-
me, die zu variieren sind, in dem Vektor δq˙ enthalten sind. Es gilt also:
∂r˙BRP
∂χ˙
= 0 (2.68)
∂r˙BRP
∂q˙T
= ABASA(r, θ, y)T(χ) (2.69)
2.3 Kinematik der Rotationsbewegung
Definiert man ein an dem betrachteten Punkt P befestigtes Koordinatensystem P, so ko¨nnen
neben den im Kapitel 2.2 behandelten Translationsbewegungen auch Rotationsbewegungen
beschrieben werden. Unter Verwendung des ko¨rperfesten Koordinatensystems B gilt fu¨r die
Drehmatrix AIP , durch die das System P in das Inertialsystem I u¨bergeht:
AIP = AIBABP (2.70)
Die entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten ergeben sich zu:
ω˜IIP =
dAIP
dt
AIPT =
[
dAIB
dt
ABP + AIB
dABP
dt
]
ABPTAIBT
=
dAIB
dt
ABPABPTAIBT + AIB
dABP
dt
ABPTAIBT
=
dAIB
dt
AIBT + AIB
dABP
dt
ABPTAIBT
= ω˜IIB + A
IBω˜BBPA
IBT (2.71)
Stellt man die Winkelgeschwindigkeit als Vektor dar, so gilt also:
ωIIP = ω
I
IB + A
IBωBBP (2.72)
Die Winkelgeschwindigkeit des Koordinatensystems P la¨sst sich also durch U¨berlagerung der
absoluten Winkelgeschwindigkeit ωIIB des Ko¨rpers und der aus den Deformationsbewegun-
gen herru¨hrenden Relativwinkelgeschwindigkeit ωBBP darstellen.
Die folgenden Betrachtungen lehnen sich sehr eng an [2] an. Die Drehbewegungen, die infolge
von Deformationsbewegungen entstehen, lassen sich mittels des Deformationsgradienten F
beschreiben. Fu¨r die Lage r eines Partikels gelte:
r = x + u (2.73)
Hierbei bezeichnen x die Referenzlage des Partikels, also beispielsweise die Lage im undefor-
mierten Zustand, und u die Deformationsbewegung. Dann lautet der Deformationsgradient:
F =
∂r
∂xT
=
∂x
∂xT
+
∂u
∂xT
= E +
∂u
∂xT
(2.74)
Voll ausgeschrieben bedeutet dies:
x =
⎡⎣ xy
z
⎤⎦ , u =
⎡⎣ UV
W
⎤⎦ ⇒ Fw = ∂u
∂xT
=
⎡⎢⎣
∂U
∂x
∂U
∂y
∂U
∂z
∂V
∂x
∂V
∂y
∂V
∂z
∂W
∂x
∂W
∂y
∂W
∂z
⎤⎥⎦ (2.75)
Fu¨r kleine Deformationen gilt fu¨r die Drehmatrix ABP na¨herungsweise:
ABP ≈ E+ 1
2
(
Fw − FwT
)
(2.76)
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Im Einzelnen bedeutet dies:
ABP ≈
⎡⎣ 1 −γ βγ 1 −α
−β α 1
⎤⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎣
1 12
(
∂U
∂y − ∂V∂x
)
1
2
(
∂U
∂z − ∂W∂x
)
1
2
(
∂V
∂x − ∂U∂y
)
1 12
(
∂V
∂z − ∂W∂y
)
1
2
(
∂W
∂x − ∂U∂z
)
1
2
(
∂W
∂y − ∂V∂x
)
1
⎤⎥⎥⎥⎦ (2.77)
Der Gradient der Verformungsgeschwindigkeit ergibt sich zu:
L = F˙ F−1 (2.78)
Dieser Gradient la¨sst sich in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil auf-
spalten, wobei der symmetrische Anteil D die Verzerrungsgeschwindigkeit und der schiefsym-
metrische Anteil V die Drehgeschwindigkeit beschreibt:
D =
1
2
(
L+ LT
)
, V =
1
2
(
L− LT ) (2.79)
Dieser schiefsymmetrische Anteil entspricht der Darstellung der gesuchten Relativwinkelge-
schwindigkeit als Tilde-Matrix:
ω˜BBP = V =
1
2
(
L− LT ) (2.80)
Die Ableitung des Deformationsgradienten nach der Zeit ergibt sich zu:
F˙ =
dF
dt
=
d
dt
[
E +
∂u
∂xT
]
=
∂u˙
∂xT
(2.81)
Sind die Deformationsbewegungen, wie bereits angenommen, sehr klein, so gilt unter Ver-
nachla¨ssigung kleiner Terme:
L = F˙ F−1 ≈ F˙E = F˙ =
⎡⎢⎢⎣
∂U˙
∂x
∂U˙
∂y
∂U˙
∂z
∂V˙
∂x
∂V˙
∂y
∂V˙
∂z
∂W˙
∂x
∂W˙
∂y
∂W˙
∂z
⎤⎥⎥⎦ (2.82)
Damit erha¨lt man fu¨r die Winkelgeschwindigkeit den folgenden Ausdruck:
ω˜BBP ≈
⎡⎣ 0 −ωD,3 ωD,2ωD,3 0 −ωD,1
−ωD,2 ωD,1 0
⎤⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎣
0 12
(
∂U˙
∂y − ∂V˙∂x
)
1
2
(
∂U˙
∂z − ∂W˙∂x
)
1
2
(
∂V˙
∂x − ∂U˙∂y
)
0 12
(
∂V˙
∂z − ∂W˙∂y
)
1
2
(
∂W˙
∂x − ∂U˙∂z
)
1
2
(
∂W˙
∂y − ∂V˙∂x
)
0
⎤⎥⎥⎥⎦
⇒ ωBBP ≈
⎡⎣ ωD,1ωD,2
ωD,3
⎤⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎣
1
2
(
∂W˙
∂y − ∂V˙∂x
)
1
2
(
∂U˙
∂z − ∂W˙∂x
)
1
2
(
∂V˙
∂x − ∂U˙∂y
)
⎤⎥⎥⎥⎦ (2.83)
Fu¨r eine allgemeine Modalsynthese gilt:⎡⎣ UV
W
⎤⎦ = ∑
i
⎡⎣ UiVi
Wi
⎤⎦ qi ⇒
⎡⎣ U˙V˙
W˙
⎤⎦ = ∑
i
⎡⎣ UiVi
Wi
⎤⎦ q˙i
⇒ ωD,1 =
∑
i
1
2
[
∂Wi
∂y
− ∂Vi
∂x
]
q˙i =
∑
i
Ψ(1)i q˙i
ωD,2 =
∑
i
1
2
[
∂Ui
∂z
− ∂Wi
∂x
]
q˙i =
∑
i
Ψ(2)i q˙i
ωD,3 =
∑
i
1
2
[
∂Vi
∂x
− ∂Ui
∂y
]
q˙i =
∑
i
Ψ(3)i q˙i
(2.84)
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Im Kapitel 2.1 wurden die Verteilungen der Verformungen fu¨r die Eigenformen einer rota-
tionssymmetrischen Struktur hergeleitet. Fu¨r die einfachste Darstellung wurden Zylinderko-
ordinaten sowie Verformungen in Richtung der Zylinderkoordinaten verwendet. Die Zusam-
menha¨nge zwischen den Verformungen U und W in kartesischen Koordinatenrichtungen ei-
nerseits und den Verformungen R und T in Richtung der Zylinderkoordinaten lauteten:
U = R sinφ + T cosφ , W = R cosφ− T sinφ (2.85)
Die Zusammenha¨nge zwischen den Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten x und z
einerseits und den Polarkoordinaten r und φ andererseits waren gegeben durch:
∂f
∂x
=
∂f
∂r
sinφ +
1
r
∂f
∂φ
cosφ ,
∂f
∂z
=
∂f
∂r
cosφ− 1
r
∂f
∂φ
sinφ (2.86)
Damit erha¨lt man fu¨r die Ableitung der Axialverformung V nach den Koordinaten x und z
sofort:
∂V
∂x
=
∂V
∂r
sinφ +
1
r
∂V
∂φ
cosφ
∂V
∂z
=
∂V
∂r
cosφ− 1
r
∂V
∂φ
sinφ (2.87)
Fu¨r die Ableitungen der Verformungen U und W nach der Axialkoordinate y ergibt sich:
∂U
∂y
=
∂R
∂y
sinφ +
∂T
∂y
cosφ (2.88)
∂W
∂y
=
∂R
∂y
cosφ− ∂T
∂y
sinφ (2.89)
Komplizierter ist die Bildung der Ableitungen ∂U∂z und
∂W
∂x . Zuna¨chst sollen die Ableitungen
von U und W nach den Polarkoordinaten r und φ betrachtet werden; hierfu¨r erha¨lt man:
∂U
∂r
=
∂R
∂r
sinφ +
∂T
∂r
cosφ (2.90)
∂W
∂r
=
∂R
∂r
cosφ− ∂T
∂r
sinφ (2.91)
∂U
∂φ
=
∂R
∂φ
sinφ + R cosφ +
∂T
∂φ
cosφ− T sinφ (2.92)
∂W
∂φ
=
∂R
∂φ
cosφ−R sinφ− ∂T
∂φ
sinφ− T cosφ (2.93)
Setzt man dies in die Ableitungsregeln 2.86 ein, so ergibt sich fu¨r ∂U∂z durch geeignete Umfor-
mungen:
∂U
∂z
=
∂U
∂r
cosφ− 1
r
∂U
∂φ
sinφ
=
[
∂R
∂r
sinφ +
∂T
∂r
cosφ
]
cosφ− 1
r
[
∂R
∂φ
sinφ + R cosφ +
∂T
∂φ
cosφ− T sinφ
]
sinφ
=
∂T
∂r
cos2 φ +
[
∂R
∂r
− R
r
− 1
r
∂T
∂φ
]
sinφ cosφ +
[
−1
r
∂R
∂φ
+
T
r
]
sin2 φ (2.94)
Fu¨r den Ausdruck ∂W∂x erha¨lt man:
∂W
∂x
=
∂W
∂r
sinφ +
1
r
∂W
∂φ
cosφ
=
[
∂R
∂r
cosφ− ∂T
∂r
sinφ
]
sinφ +
1
r
[
∂R
∂φ
cosφ−R sinφ− ∂T
∂φ
sinφ− T cosφ
]
cosφ
= −∂T
∂r
sin2 φ +
[
∂R
∂r
− R
r
− 1
r
∂T
∂φ
]
sinφ cosφ +
[
1
r
∂R
∂φ
− T
r
]
cos2 φ (2.95)
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Hieraus erha¨lt man durch geeignete Umformungen:
1
2
(
∂W
∂y
− ∂V
∂z
)
=
1
2
(
∂R
∂y
cosφ− ∂T
∂y
sinφ
)
− 1
2
(
∂V
∂r
cosφ− 1
r
∂V
∂φ
sinφ
)
=
1
2
[
∂R
∂y
− ∂V
∂r
]
cosφ +
1
2
[
−∂T
∂y
+
1
r
∂V
∂φ
]
sinφ (2.96)
1
2
(
∂U
∂z
− ∂W
∂x
)
=
1
2
(
∂T
∂r
cos2 φ +
[
∂R
∂r
− R
r
− 1
r
∂T
∂φ
]
sinφ cosφ +
[
−1
r
∂R
∂φ
+
T
r
]
sin2 φ
)
−1
2
(
−∂T
∂r
sin2 φ +
[
∂R
∂r
− R
r
− 1
r
∂T
∂φ
]
sinφ cosφ +
[
1
r
R
∂φ
− T
r
]
cos2 φ
)
=
1
2
[
∂T
∂r
+
T
r
− 1
r
∂R
∂φ
]
(2.97)
1
2
(
∂V
∂x
− ∂U
∂y
)
=
1
2
(
∂V
∂r
sinφ +
1
r
∂V
∂φ
cosφ
)
− 1
2
(
∂R
∂y
sinφ +
∂T
∂y
cosφ
)
=
1
2
[
1
r
∂V
∂φ
− ∂T
∂y
]
cosφ +
1
2
[
∂V
∂r
− ∂R
∂y
]
sinφ (2.98)
Damit lauten die Modalkoeffizienten fu¨r die Winkelgeschwindigkeit:
Ψi =
⎡⎣ Ψ1iΨ2i
Ψ3i
⎤⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎣
1
2
[
∂Ri
∂y − ∂Vi∂r
]
cosφ + 12
[
−∂Ti∂y + 1r ∂Vi∂φ
]
sinφ
1
2
[
∂Ti
∂r +
Ti
r − 1r ∂Ri∂φ
]
1
2
[
1
r
∂Vi
∂φ − ∂Ti∂y
]
cosφ + 12
[
∂Vi
∂r − ∂Ri∂y
]
sinφ
⎤⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎣ cosφ 0 sinφ0 1 0
− sinφ 0 cosφ
⎤⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
1
2
[
∂Ri
∂y − ∂Vi∂r
]
1
2
[
∂Ti
∂r +
Ti
r − 1r ∂Ri∂φ
]
1
2
[
−∂Ti∂y + 1r ∂Vi∂φ
]
⎤⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎣ cosφ 0 sinφ0 1 0
− sinφ 0 cosφ
⎤⎦
⎡⎢⎣ Γ
(1)
i
Γ(2)i
Γ3i
⎤⎥⎦(2.99)
Diese Modalkoeffizienten Ψi lassen sich also in analoger Weise zu den Modalkoeffizienten Vi
darstellen:
Ψi = A2(φ) Γi (2.100)
Im Kapitel 2.1 wurde weiterhin gezeigt, dass die Eigenfrequenzen einer rotationssymmetri-
schen Struktur fu¨r Periodizita¨ten k > 1 doppelt auftreten und dass zu jedem dieser doppelten
Eigenfrequenzen zwei orthogonale Eigenformen der folgenden Form geho¨ren:
Ui1 = Ui,A cos (kiφ) + Ui,B sin (kiφ) (2.101)
Ui2 = Ui,A sin (kiφ)−Ui,B cos (kiφ) (2.102)
Setzt man die Verteilungen der Radial-, Tangential- und Axialverformung der Formfunktion
Ui1:
Ui1 =
⎡⎣ Ti1Vi1
Ri1
⎤⎦ =
⎡⎣ Ti,AVi,A
Ri,A
⎤⎦ cos (kiφ) +
⎡⎣ Ti,BVi,B
Ri,B
⎤⎦ sin (kiφ) (2.103)
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in die Koeffizienten Γ(1)i , Γ
(2)
i und Γ
(3)
i , die in (2.99) definiert wurden, so erha¨lt man:
Γ(1)i1 =
1
2
(
∂Ri1
∂y
− ∂Vi1
∂r
)
=
1
2
(
∂Ri,A
∂y
cos (kiφ) +
∂Ri,B
∂y
sin (kiφ)− ∂Vi,A
∂r
cos (kiφ)− ∂Vi,B
∂r
sin (kiφ)
)
=
1
2
(
∂Ri,A
∂y
− ∂Vi,A
∂r
)
cos (kiφ) +
1
2
(
∂Ri,B
∂y
− ∂Vi,B
∂r
)
sin (kiφ)
= Γ(1)i,A cos (kiφ) + Γ
(1)
i,B sin (kiφ) (2.104)
Γ(2)i1 =
1
2
[
∂Ti1
∂r
+
Ti1
r
− 1
r
∂Ri1
∂φ
]
=
1
2
[
∂Ti,A
∂r
cos (kiφ) +
∂Ti,B
∂r
sin (kiφ) +
Ti,A cos (kiφ) + Ti,B sin (kiφ)
r
−−Ri,Aki sin (kiφ) + Ri,Bki cos (kiφ)
r
]
=
1
2
[
∂Ti,A
∂r
+
Ti,A
r
− Ri,B
r
ki
]
cos (kiφ) +
1
2
[
∂Ti,B
∂r
+
Ti,B
r
+
Ri,A
r
ki
]
sin (kiφ)
= Γ(2)i,A cos (kiφ) + Γ
(2)
i,B sin (kiφ) (2.105)
Γ(3)i1 =
1
2
(
−∂Ti1
∂y
+
1
r
∂Vi1
∂φ
)
=
1
2
(
−∂Ti,A
∂y
cos (kiφ)− ∂Ti,B
∂y
sin (kiφ) +
−Vi,Aki sin (kiφ) + Vi,Bki cos (kiφ)
r
)
=
1
2
(
−∂Ti,A
∂y
+
Vi,B
r
ki
)
cos (kiφ) +
1
2
(
−∂Ti,B
∂y
− Vi,A
r
ki
)
sin (kiφ)
= Γ(3)i,A cos (kiφ) + Γ
(3)
i,B sin (kiφ) (2.106)
Hierdurch werden die folgenden Koeffizienten definiert:
Γ(1)i,A =
1
2
(
∂Ri,A
∂y
− ∂Vi,A
∂r
)
(2.107)
Γ(1)i,B =
1
2
(
∂Ri,B
∂y
− ∂Vi,B
∂r
)
(2.108)
Γ(2)i,A =
1
2
[
∂Ti,A
∂r
+
Ti,A
r
− Ri,B
r
ki
]
(2.109)
Γ(2)i,B =
1
2
[
∂Ti,B
∂r
+
Ti,B
r
+
Ri,A
r
ki
]
(2.110)
Γ(3)i,A =
1
2
(
−∂Ti,A
∂y
+
Vi,B
r
ki
)
(2.111)
Γ(3)i,B =
1
2
(
−∂Ti,B
∂y
− Vi,A
r
ki
)
(2.112)
Die Verteilungen der Verformungen fu¨r die Formfunktion Ui2 lauten:
Ui2 =
⎡⎣ Ti2Vi2
Ri2
⎤⎦ =
⎡⎣ Ti,AVi,A
Ri,A
⎤⎦ sin (kiφ)−
⎡⎣ Ti,BVi,B
Ri,B
⎤⎦ cos (kiφ) (2.113)
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Damit ergeben sich die folgenden Modalkoeffizienten fu¨r die Winkelgeschwindigkeit:
Γ(1)i2 =
1
2
(
∂Ri2
∂y
− ∂Vi2
∂r
)
=
1
2
(
∂Ri,A
∂y
sin (kiφ)− ∂Ri,B
∂y
cos (kiφ)− ∂Vi,A
∂r
sin (kiφ) +
∂Vi,B
∂r
cos (kiφ)
)
=
1
2
(
∂Ri,A
∂y
− ∂Vi,A
∂r
)
sin (kiφ) +
1
2
(
−∂Ri,B
∂y
+
∂Vi,B
∂r
)
cos (kiφ)
= Γ(1)i,A sin (kiφ)− Γ(1)i,B cos (kiφ) (2.114)
Γ(2)i2 =
1
2
[
∂Ti2
∂r
+
Ti2
r
− 1
r
∂Ri2
∂φ
]
=
1
2
[
∂Ti,A
∂r
sin (kiφ)− ∂Ti,B
∂r
cos (kiφ) +
∂Ti,A sin (kiφ)− ∂Ti,B cos (kiφ)
r
−Ri,Aki cos (kiφ) + Ri,Bki sin (kiφ)
r
]
=
1
2
[
∂Ti,A
∂r
+
Ti,A
r
− Ri,B
r
ki
]
sin (kiφ) +
1
2
[
−∂Ti,B
∂r
− ∂Ti,B
r
− Ri,A
r
ki
]
cos (kiφ)
= Γ(2)i,A sin (kiφ)− Γ(2)i,B cos (kiφ) (2.115)
Γ(3)i2 =
1
2
(
−∂Ti2
∂y
+
1
r
∂Vi2
∂φ
)
=
1
2
(
−∂Ti,A
∂y
sin (kiφ) +
∂Ti,B
∂y
cos (kiφ) +
Vi,Aki cos (kiφ) + Vi,Bki sin (kiφ)
r
)
=
1
2
(
−∂Ti,A
∂y
+
Vi,B
r
ki
)
sin (kiφ) +
1
2
(
∂Ti,B
∂y
+
Vi,A
r
ki
)
cos (kiφ)
= Γ(3)i,A sin (kiφ)− Γ(3)i,B cos (kiφ) (2.116)
Insgesamt gilt also:
Γi1(r, φ, y) =
⎡⎢⎣ Γ
(1)
i,A(r, y)
Γ(2)i,A(r, y)
Γ(3)i,A(r, y)
⎤⎥⎦ cos (kiφ) +
⎡⎢⎣ Γ
(1)
i,B(r, y)
Γ(2)i,B(r, y)
Γ(3)i,B(r, y)
⎤⎥⎦ sin (kiφ)
= Γi,A(r, y) cos (kiφ) + Γi,B(r, y) sin (kiφ) (2.117)
Γi2(r, φ, y) =
⎡⎢⎣ Γ
(1)
i,A(r, y)
Γ(2)i,A(r, y)
Γ(3)i,A(r, y)
⎤⎥⎦ sin (kiφ)−
⎡⎢⎣ Γ
(1)
i,B(r, y)
Γ(2)i,B(r, y)
Γ(3)i,B(r, y)
⎤⎥⎦ cos (kiφ)
= Γi,A(r, y) sin (kiφ)− Γi,B(r, y) cos (kiφ) (2.118)
Im Kapitel 2.2 wurde die translatorische Geschwindigkeit fu¨r einen vera¨nderlichen Bezugs-
punkt hergeleitet. Ausgangspunkt war die Modalsynthese:
r˙BRP =
∑
i
[Vi1(r, φ, y)q˙i1(t) + Vi2(r, φ, y)q˙i2(t)] (2.119)
Unter den Voraussetzungen, dass
• stets zwei Formfunktionen Vi1(r, φ, y) = A2(φ)Ui1(r, φ, y) und
Vi2(r, φ, y) = A2(φ)Ui2(r, φ, y) in der Modalsynthese beru¨cksichtigt werden und
dass
• die Formfunktionen die Struktur Ui1(r, φ, y) = Ui,A cos (kiφ) +Ui,B sin (kiφ) und
Ui2(r, φ, y) = Ui,A sin (kiφ)−Ui,B cos (kiφ) haben,
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lautete die Geschwindigkeit eines Punktes, der im Koordinatensystem A eine konstante Refe-
renzlage hat, welche durch den Azimut θ = const beschrieben wird:
r˙BRP = A
BA(χ)S(r, θ, y)T(χ)q˙(t) (2.120)
Hierbei entsteht die Modalmatrix S(r, θ, y) durch spaltenweise Anordnung der Formfunktio-
nen Vi1(r, θ, y) und Vi2(r, θ, y).
Diese Voraussetzungen sind auch fu¨r die Modalkoeffizienten der Winkelgeschwindigkeit ge-
geben, denn es gilt:
Ψi1(r, φ, y) = A2(φ)Γi1(r, φ, y) (2.121)
Ψi2(r, φ, y) = A2(φ)Γi2(r, φ, y) (2.122)
Γi1(r, φ, y) = Γi,A(r, y) cos (kiφ) + Γi,B(r, y) sin (kiφ) (2.123)
Γi2(r, φ, y) = Γi,A(r, y) sin (kiφ)− Γi,B(r, y) cos (kiφ) (2.124)
Formuliert man also eine Modalsynthese fu¨r die Winkelgeschwindigkeit infolge der Deforma-
tionsbewegungen der folgenden Form:
ωBBP =
∑
i
[Ψi1(r, φ, y)q˙i1 + Ψi2(r, φ, y)q˙i2] (2.125)
und ordnet die Modalkoeffizienten Ψi1(r, θ, y) und Ψi2(r, θ, y) spaltenweise in einer Matrix
Θ(r, θ, y) an:
Θ(r, θ, y) =
[ · · · Ψi1(r, θ, y) Ψi2(r, θ, y) Ψj1(r, θ, y) Ψj2(r, θ, y) · · · ] (2.126)
so lautet die Winkelgeschwindigkeit:
ωBBP = A
BA(χ)Θ(r, θ, y)T(χ)q˙(t) (2.127)
Stellt man die in (2.77) definierten kleinen Drehwinkel α, β und γ in einer Modalsynthese der
folgenden Form dar:⎡⎣ α(r, φ, y)β(r, φ, y)
γ(r, φ, y)
⎤⎦ = ∑
i
[Ψi1(r, φ, y)qi1(t) + Ψi2(r, φ, y)qi2(t)] (2.128)
so lauten die Drehwinkel fu¨r einen konstanten Azimut θ im KoordinatensystemA in analoger
Weise zu (2.127): ⎡⎣ α(r, θ, y)β(r, θ, y)
γ(r, θ, y)
⎤⎦ = ABA(χ)Θ(r, θ, y)T(χ)q(t) (2.129)
2.4 Analyse der Formfunktionen
Bei praktischen Anwendungen werden die Formfunktionen V i u¨blicherweise mit der Finite-
Elemente-Methode berechnet. Dies bedeutet wiederum, dass nur Verschiebungen an diskreten
Punkten zur Verfu¨gung stehen. Die Periodizita¨t ki einer Formfunktion, die fu¨r die in Kapitel
2.2 hergeleitete Beschreibung der Kinematik unerla¨sslich ist, ist daher zuna¨chst nicht bekannt.
Weiterhin besteht eine wesentliche Voraussetzung fu¨r diese Beschreibung der Kinematik darin,
dass fu¨r ki > 0 stets Paare von Formfunktionen verwendet werden, wobei zwischen diesen bei-
den Formfunktionen der durch die Gleichungen 2.43 und 2.44 beschriebene Zusammenhang
besteht. Fu¨r Formfunktionen, die mittels der Finite-Elemente-Methode berechnet werden, ist
nicht sofort ersichtlich, welche Formfunktionen ein Paar bilden und welche Funktion jeweils
den Funktionen Vi1 und Vi2 entspricht. Fu¨r die Anwendung der Kinematik eines bewegten
Punktes ist also eine Vorabanalyse der Formfunktionen, ein Preprocessing, erforderlich, wel-
ches im Folgenden erla¨utert werden soll.
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2.4.1 Auswahl der Punkte
Im Kapitel 2.1 wurde gezeigt, dass die Verteilung der Radialverformung R, der Tangentialver-
formung T und der Axialverformung V u¨ber den Umfang fu¨r eine Eigenform eines Rotati-
onsko¨rpers die folgende Form haben:⎡⎣ Ti(r, φ, y)Vi(r, φ, y)
Ri(r, φ, y)
⎤⎦ =
⎡⎣ Ti,C(r, y)Vi,C(r, y)
Ri,C(r, y)
⎤⎦ cos (ki φ) +
⎡⎣ Ti,S(r, y)Vi,S(r, y)
Ri,S(r, y)
⎤⎦ sin (ki φ) (2.130)
Wie bereits erwa¨hnt, bewegt sich der betrachtete Punkt auf einer Bahn u¨ber den Ko¨rper, fu¨r
die r = const ∧ y = const gilt. Daher werden aus dem Ergebnis der Finite-Elemente-Rechnung
werden fu¨r eine Eigenform nun die Verschiebungen Vi(xj , yj , zj) an nP Punkten ausgewa¨hlt,
fu¨r die gilt:
rj =
√
xj2 + zj2 = r0 = const , yj = y0 = const , j = 1 . . . nP (2.131)
Der Winkel φj ergibt sich zu:
φj =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
arctan (xj/zj) fu¨r zj > 0
π/2 fu¨r zj = 0 ∧ xj > 0
arctan (xj/zj) + π fu¨r zj < 0
−π/2 fu¨r zj = 0 ∧ xj < 0
(2.132)
Zwischen den Verformungen U und W einerseits und den Verformungen R und T andererseits
bestehen die Zusammenha¨nge:
U = R sinφ + T cosφ , W = R cosφ− T sinφ⇔ R = U sinφ + W cosφ , T = U cosφ−W sinφ
(2.133)
Damit erha¨lt man aus den in Vi(xj , yj, zj) enthaltenen Verschiebungen Ui(r0, φj , y0) und
Wi(r0, φj , y0):
Ri(r0, φj , y0) = Ui(r0, φj , y0) sinφj + Wi(r0, φj , y0) cosφj (2.134)
Ti(r0, φj , y0) = Ui(r0, φj , y0) cosφj −Wi(r0, φj , y0) sinφj (2.135)
Damit liegen fu¨r jede Verformung nP Funktionswerte an den diskreten Stellen φj vor. Aus die-
sen Werten ist nun die Periodizita¨t ki zu ermitteln.
2.4.2 Bestimmung der Periodizita¨t
Es sei f(φj) eine allgemeine Funktion, deren Werte an nP Stellen gegeben sind. Zur Bestim-
mung der Periodizita¨t k mu¨ssen diese Funktionswerte f(φj) durch die Funktion
g(φ) = Cc cos(k φ) + Cs sin(k φ) , k ∈ N0 (2.136)
approximiert werden. Hierfu¨r wa¨hlt man eine Periodizita¨t k und bestimmt fu¨r diese Periodi-
zita¨t die Koeffizienten Cc = Cc(k) und Cs = Cs(k) mit der Methode der kleinsten Quadrate.
Zu diesem Zweck wird die quadratische Abweichung Δ definiert:
Δ =
∑
j
[f(φj)− g(φj)]2 =
∑
j
[f(φj)−Cc cos(k φj)− Cs sin(k φj)]2
=
∑
j
[
f(φj)2 − 2 f(φj) [Cc cos(k φj) + Cs sin(k φj)] + [Cc cos(k φj) + Cs sin(k φj)]2
]
=
∑
j
[
f(φj)2 − 2 f(φj) [Cc cos(k φj) + Cs sin(k φj)]
+Cc2 cos2(k φj) + 2Cc Cs cos(k φj) sin(k φj) + Cs2 sin2(k φj)
]
(2.137)
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Die Bestimmungsgleichungen fu¨r die Koeffizienten Cc und Cs erha¨lt man aus der Bedingung,
dass die Abweichung Δ minimal werden muss. Die entsprechende Gleichung lautet fu¨r den
Koeffizienten Cc:
0 =
∂Δ
∂ Cc
=
∑
j
[−2 f(φj) cos(k φj) + 2Cc cos2(k φj) + 2Cs cos(k φj) sin(k φj)]
⇒ 0 =
∑
j
[−f(φj) cos(k φj) + Cc cos2(k φj) + Cs cos(k φj) sin(k φj)]
= −
∑
j
f(φj) cos(k φj) + Cc
∑
j
cos2(k φj) + Cs
∑
j
cos(k φj) sin(k φj)
⇒
∑
j
f(φj) cos(k φj) = Cc
∑
j
cos2(k φj) + Cs
∑
j
cos(k φj) sin(k φj) (2.138)
Fu¨r den Koeffizienten Cs lautet die Gleichung:
0 =
∂Δ
∂ Cs
=
∑
j
[−2 f(φj) sin(k φj) + 2Cc cos(k φj) sin(k φj) + 2Cs sin2(k φj)]
⇒ 0 =
∑
j
[−f(φj) sin(k φj) + Cc cos(k φj) sin(k φj) + Cs sin2(k φj)]
= −
∑
j
f(φj) sin(k φj) + Cc
∑
j
cos(k φj) sin(k φj) + Cs
∑
j
sin2(k φj)
⇒
∑
j
f(φj) sin(k φj) = Cc
∑
j
cos(k φj) sin(k φj) + Cs
∑
j
sin2(k φj) (2.139)
Dadurch ergibt sich das folgende Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten Cc und
Cs: ⎡⎢⎣
∑
j
cos2(k φj)
∑
j
cos(k φj) sin(k φj)∑
j
cos(k φj) sin(k φj)
∑
j
sin2(k φj)
⎤⎥⎦[ Cc
Cs
]
=
⎡⎢⎣
∑
j
f(φj) cos(k φj)∑
j
f(φj) sin(k φj)
⎤⎥⎦ (2.140)
Die allgemeine Lo¨sung des linearen Gleichungssystems 2. Ordnung lautet:[
a11 a12
a21 a22
] [
X1
X2
]
=
[
B1
B2
]
⇒ X1 = a22 B1 − a12 B2
a11 a22 − a12 a21 ,X2 =
−a21 B1 + a11 B2
a11 a22 − a12 a21 (2.141)
Durch einen Koeffizientenvergleich:
a11 =
∑
j
cos2(k φj) , a12 = a21 =
∑
j
cos(k φj) sin(k φj) , a22 =
∑
j
sin2(k φj) (2.142)
X1 = Cc , X2 = Cs , B1 =
∑
j
f(φj) cos(k φj) , B2 =
∑
j
f(φj) sin(k φj) (2.143)
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erha¨lt man schließlich fu¨r die Koeffizienten Cc und Cs:
Cc =
[∑
j
sin2(k φj)
] [∑
j
f(φj) cos(k φj)
]
−
[∑
j
cos(k φj) sin(k φj)
] [∑
j
f(φj) sin(k φj)
]
[∑
j
cos2(k φj)
] [∑
j
sin2(k φj)
]
−
[∑
j
cos(k φj) sin(k φj)
]2
(2.144)
Cs =
−
[∑
j
cos(k φj) sin(k φj)
] [∑
j
f(φj) cos(k φj)
]
+
[∑
j
cos2(k φj)
] [∑
j
f(φj) sin(k φj)
]
[∑
j
cos2(k φj)
] [∑
j
sin2(k φj)
]
−
[∑
j
cos(k φj) sin(k φj)
]2
(2.145)
Damit sind die Koeffizienten Cc = Cc(k) und Cs = Cs(k) fu¨r die gewa¨hlte Periodizita¨t k be-
kannt.
2.4.3 Bestimmung der Orientierung
Bei der Herleitung der Kinematik des bewegten Punktes wurde die Tatsache ausgenutzt, dass
bei der Modalsynthese fu¨r eine Periodizita¨t ki > 0 zwei orthogonale Formfunktionen Ui1 und
Ui2 verwendet wurden.
u(t) =
n∑
i=1
(Ui1(r, φ, y)qi1(t) + Ui2(r, φ, y)qi2(t)) (2.146)
Hierbei gilt fu¨r die Struktur der Modalfunktionen Ui1(r, φ, y) und Ui2(r, φ, y):
Ui1(r, φ, y) = Ui,A cos (kiφ) + Ui,B sin (kiφ) (2.147)
Ui2(r, φ, y) = Ui,A sin (kiφ)−Ui,B cos (kiφ) (2.148)
Fu¨r die in der Beschreibung des bewegten Punktes:
rBRP = A
BA(χ)rARB + A
BA(χ)S(r, θ, y)T(χ)q(t) (2.149)
enthaltene Transformationsmatrix T(χ) gilt:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
...
Qi1
Qi2
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
Q
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
. . .
...
...
...
. . . cos(ki χ) − sin(ki χ) . . .
. . . sin(ki χ) cos(ki χ) . . .
. . .
...
...
. . .
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
T(χ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
...
qi1
qi2
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
q
(2.150)
Verwendet man als Formfunktionen Ergebnisse einer Finite-Elemente-Rechnung, so ist
zuna¨chst nicht bekannt, welche Funktionen der Funktion Ui1 und welche der Funktion Ui2
entsprechen. Demzufolge ist auch die Besetzung der Matrix T(χ) zuna¨chst nicht bekannt.
Es seien Uj und Ul zwei Formfunktionen, die beide auf einem ”Ring” mit r0 und y0 betrachtet
werden. Fu¨r die Indizes j und l gilt j < l, d.h. die Modalkoordinate qj steht ”weiter oben” in
dem Vektor q als die Modalkoordinate ql. Fu¨r die Formfunktionen gilt:
Uj(r0, y0, φ) = Uj,C(r0, y0) cos(kjφ) + Uj,S(r0, y0) sin(kjφ) (2.151)
Ul(r0, y0, φ) = Ul,C(r0, y0) cos(klφ) + Ul,S(r0, y0) sin(klφ) (2.152)
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Die Periodizita¨ten kj und kl sowie die Vektoren Uj,C(r0, y0), Uj,S(r0, y0), Ul,C(r0, y0) und
Ul,S(r0, y0) seien bekannt:
Uj,C(r0, y0) =
⎡⎣ Tj,C(r0, y0)Vj,C(r0, y0)
Rj,C(r0, y0)
⎤⎦ , Uj,S(r0, y0) =
⎡⎣ Tj,S(r0, y0)Vj,S(r0, y0)
Rj,S(r0, y0)
⎤⎦ ,
Ul,C(r0, y0) =
⎡⎣ Tl,C(r0, y0)Vl,C(r0, y0)
Rl,C(r0, y0)
⎤⎦ , Ul,S(r0, y0) =
⎡⎣ Tl,S(r0, y0)Vl,S(r0, y0)
Rl,S(r0, y0)
⎤⎦ (2.153)
Im Folgenden wird die Abha¨ngigkeit der Koeffizienten von den Koordinaten r0 und y0 des
”Ringes” nicht mehr explizit angegeben.
Sollen nun Uj und Ul zwei zusammengeho¨rige Formfunktionen sein, so mu¨ssen ihre Periodi-
zita¨ten u¨bereinstimmen:
kj = kl (2.154)
Entspricht nun die Funktion Uj der Funktion Ui1 und die Funktion Ul der Funktion Ui2, was
im Folgenden als Fall I bezeichnet werden soll, so muss gelten:
Ui,A = Uj,C = Ul,S ∧Ui,B = Uj,S = −Ul,C (2.155)
Voll ausgeschrieben bedeutet dies:⎡⎣ Tj,CVj,C
Rj,C
⎤⎦ =
⎡⎣ Tl,SVl,S
Rl,S
⎤⎦ ∧
⎡⎣ Tj,SVj,S
Rj,S
⎤⎦ =
⎡⎣ −Tl,C−Vl,C
−Rl,C
⎤⎦ (2.156)
Fu¨r die Transformationsmatrix T(χ) gilt damit:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
Qj
...
Ql
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
. . .
... . . .
...
. . .
. . . cos (kjχ) . . . − sin (kjχ) . . .
...
...
. . .
...
...
. . . sin (kjχ) . . . cos (kjχ) . . .
. . .
... . . .
...
. . .
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
T(χ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
qj
...
ql
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.157)
Entspricht dagegen die Funktion Uj der Funktion Ui2 und die Funktion Ul der Funktion Ui1,
was im Folgenden als Fall II bezeichnet werden soll, so gilt:
Ui,A = Ul,C = Uj,S ∧Ui,B = Ul,S = −Uj,C (2.158)
Dies bedeutet: ⎡⎣ Tj,CVj,C
Rj,C
⎤⎦ =
⎡⎣ −Tl,S−Vl,S
−Rl,S
⎤⎦ ∧
⎡⎣ Tj,SVj,S
Rj,S
⎤⎦ =
⎡⎣ Tl,CVl,C
Rl,C
⎤⎦ (2.159)
In diesem Fall gilt fu¨r die Transformationsmatrix:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
Qj
...
Ql
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
. . .
... . . .
...
. . .
. . . cos (kjχ) . . . sin (kjχ) . . .
...
...
. . .
...
...
. . . − sin (kjχ) . . . cos (kjχ) . . .
. . .
... . . .
...
. . .
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
T(χ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
qj
...
ql
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.160)
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Durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funktionen la¨sst sich
dieser Zusammenhang umformulieren, so dass die Matrix T(χ) eine analoge Form zu der in
(2.157) angegebenen Gestalt erha¨lt:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
Qj
...
Ql
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
. . .
... . . .
...
. . .
. . . cos (−kjχ) . . . − sin (−kjχ) . . .
...
...
. . .
...
...
. . . sin (−kjχ) . . . cos (−kjχ) . . .
. . .
... . . .
...
. . .
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
T(χ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
qj
...
ql
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.161)
2.4.4 Aufbereitung der Formfunktionen
Mit den in den Kapiteln 2.4.1 und 2.4.2 ko¨nnen nun die einzelnen Schritte zur Bestimmung der
Periodizita¨t ki der i-ten Formfunktion angegeben werden:
1. Die Koordinaten x0, y0 und z0 des bewegten Punktes werden festgelegt. Es gilt
r0 =
√
x02 + z02.
2. Es werden existierende Punkte mit den Koordinaten xj , yj und zj ausgewa¨hlt, wobei fu¨r
die Koordinaten gelten muss:
√
xj2 + zj2 = r0 ∧ yj = y0, d.h. die Punkte mu¨ssen auf dem
selben ”Ring” liegen wie der anfangs gewa¨hlte Punkt. Die Anzahl nP der auszuwa¨hlen-
den Punkte muss mindestens doppelt so groß wie die ho¨chste in Frage kommende Peri-
odizita¨t sein, d.h. nP ≥ 2 kmax. Der Azimut φj wird nach Gleichung (2.132) bestimmt.
3. Mit den Zusammenha¨ngen Ri(φj) = Ui(xj , yj , zj) sinφj + Wi(xj, yj , zj) cosφj und
Ti(φj) = Ui(xj, yj , zj) cosφj −Wi(xj , yj, zj) sin φj werden die Radial- und die Tangential-
verformung aus den Verformungen in kartesischen Koordinatenrichtungen bestimmt.
Fu¨r die Axialverformung gilt Vi(φj) = Vi(xj , yj, zj). Somit liegen also jeweils nP Werte fu¨r
Ri(φj), Ti(φj) und Vi(φj) vor.
4. Aus den nP Werten fu¨r Ri(φj) werden fu¨r 0 ≤ k ≤ kmax die Koeffizienten R∗C,i(k)
nach Gleichung (2.144) und R∗S,i(k) nach Gleichung (2.145) bestimmt. In analoger Wei-
se erha¨lt man aus den Werten Ti(φj) und Vi(φj) die Koeffizienten T ∗C,i(k), T
∗
S,i(k), V
∗
C,i(k)
und V ∗S,i(k).
5. Da die Verteilung der Radial-, Tangential- und Axialverformungen fu¨r die Eigenformen
einer rotationssymmetrischen Struktur eine trigonometrische Funktion mit genau einer
Periodizita¨t ist, ergibt sich die gesuchte Periodizita¨t ki diejenige, fu¨r die die Funktion
p(k) = R∗C,i(k)
2 + R∗S,i(k)
2 + T ∗C,i(k)
2 + T ∗S,i(k)
2 + V ∗C,i(k)
2 + V ∗S,i(k)
2 maximal wird. Die
fu¨r das weitere Vorgehen beno¨tigten Koeffizienten sind: R i,C = R∗C,i(ki), Ri,S = R
∗
S,i(ki),
Ti,C = T ∗C,i(ki), Ti,S = T
∗
S,i(ki), Vi,C = V
∗
C,i(ki), Vi,C = V
∗
S,i(ki).
Als Ergebnis dı´eser Periodizita¨tsanalyse sind also nun die Periodizita¨t ki sowie die Koeffizien-
ten Ri,C , Ri,S , Ti,C , Ti,S , Vi,C und Vi,S bekannt.
Besitzt die betrachtete Formfunktion Vi die Periodizita¨t ki = 0, so liegt eine einzelne Form-
funktion vor. Gilt jedoch fu¨r die Periodizita¨t ki > 0, so muss eine zugeho¨rige orthogonale
Formfunktion existieren. Es sind nun fu¨r alle Formfunktionen Vl mit kl = ki die folgenden
Ausdru¨cke zu bilden:
p1(i, l) = (Ri,C −Rl,S)2 + (Ti,C − Tl,S)2 + (Vi,C − Vl,S)2
+(Ri,S + Rl,C)
2 + (Ti,S + Tl,C)
2 + (Vi,S + Vl,C)
2 (2.162)
p2(i, l) = (Ri,C + Rl,S)
2 + (Ti,C + Tl,S)
2 + (Vi,C + Vl,S)
2
+(Ri,S −Rl,C)2 + (Ti,S − Tl,C)2 + (Vi,S − Vl,C)2 (2.163)
515-08-25
Vertauscht der Indizes und beru¨cksichtigt die Vorzeichenunabha¨ngigkeit der Quadrate, so
erha¨lt man die Regeln:
p1(i, l) = p2(l, i) (2.164)
p2(i, l) = p1(l, i) (2.165)
Fu¨r die zu der Formfunktion Vi zugeho¨rige orthogonale Formfunktion Vm nimmt die Funkti-
on pN (i,m), N = 1, 2 ein Minimum an.
1. Setzt man nun i < m voraus, so sind zwei Fa¨lle zu unterscheiden:
(a) Das Minimum tritt fu¨r N = 1 auf, es gilt p1(i,m) = min. Dann liegt der in Kapitel
2.4.3 definierte Fall I vor, und fu¨r die ”effektiven” Periodizita¨ten gilt k+i = ki und
k+m = km
(b) Das Minimum tritt fu¨r N = 2 auf, es gilt p1(i,m) = min. Dann liegt der in Kapitel
2.4.3 definierte Fall II vor, und fu¨r die ”effektiven” Periodizita¨ten gilt k+i = −ki und
k+m = −km
2. Ist dagegen i > m, so sind wieder zwei Fa¨lle zu unterscheiden:
(a) Das Minimum tritt fu¨r N = 1 auf, es gilt p1(i,m) = min. Aufgrund von (2.164) gilt
p1(i,m) = p2(m, i) = min. Somit liegt wieder der Fall II vor, und fu¨r die ”effektiven”
Periodizita¨ten gilt k+i = −ki und k+m = −km
(b) Das Minimum tritt fu¨r N = 2 auf, es gilt p2(i,m) = min. Aufgrund von (2.165) gilt
p2(i,m) = p1(m, i) = min. Somit liegt wieder der Fall I vor, und fu¨r die ”effektiven”
Periodizita¨ten gilt k+i = ki und k
+
m = km
Theoretisch bra¨uchte der Fall, dass i > m ist, nicht betrachtet zu werden.
Als Ergebnis dieser Analyse erha¨lt man fu¨r jede Eigenform, deren Periodizita¨t ki 
= 0 ist, zwei
Informationen, na¨mlich:
1. den Index m der zugeho¨rigen orthogonalen Eigenform
2. die effektive Periodizita¨t k+i ∈ Z
Mit diesen Informationen kann nun die Transformationsmatrix T(χ) generiert werden. Es gilt:
1. Ti,i = cos
(
k+i χ
)
, Tm,m = cos
(
k+i χ
)
2. i < m⇒ Ti,m = − sin
(
k+i χ
)
, Tm,i = sin
(
k+i χ
)
Alle u¨brigen Elemente der Matrix sind gleich Null zu setzen.
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3 Realisierung im SIMPACK
Nach Rulka [1] lauten die Bewegungsgleichungen fu¨r einen elastischen Ko¨rper innerhalb des
Mehrko¨rperformalismus:
M
⎡⎣ aIRαIR
z¨E
⎤⎦ = he + hz (3.1)
Hierbei bezeichnet M die Massenmatrix des betrachteten Ko¨rpers; es gilt:
M =
⎡⎣ mE m r˜TRS HTm r˜RS I NT
HT N ME
⎤⎦ (3.2)
Der Vektor he beschreibt die Kreiselkra¨fte sowie die eingepra¨gten Volumen- und Oberfla¨chen-
kra¨fte:
he = −
⎡⎣ m ω˜IR ω˜IR rRS + 2m ω˜IR r˙RSω˜IR IωIR + GR ωIR
ωTIR ⊗KωIR + GE ωIR
⎤⎦−
⎡⎣ 00
∂Π
∂zE
⎤⎦+
⎡⎣ mgm r˜RS g
Hg
⎤⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎣
∑
k
f ek∑
k
lek +
∑
k
r˜RFkf
e
k∑
k
WTk l
e
k +
∑
k
RTk f
e
k
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.3)
Die Zwangskra¨fte werden durch den Vektor hz repra¨sentiert:
hz =
⎡⎢⎢⎢⎣
∑
k
f zk∑
k
lzk +
∑
k
r˜RFkf
z
k∑
k
WTk l
z
k +
∑
k
RTk f
z
k
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.4)
Fu¨r die Nomenklatur der einzelnen Punkte gilt:
• R: Referenzpunkt des Ko¨rpers
• S: Schwerpunkt des Ko¨rpers
• Fk: Angriffspunkt der a¨ußeren Kraft fk und des a¨ußeren Moments lk
Die verwendeten Formelzeichen bedeuten:
• m: Masse des Ko¨rpers
• I: Tra¨gheitstensor des Ko¨rpers
• g: Gravitationsvektor
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• f : Vektor einer a¨ußeren Kraft
• l: Vektor eines a¨ußeren Moments
• Π: Potential der inneren elastischen Verformungskra¨fte
Sa¨mtliche Vektoren sind im ko¨rperfesten Koordinatensystem B dargestellt. Weiterhin gilt:
Rk =
∂rRFk
∂zE
(3.5)
Wk =
∂ωRFk
∂zE
(3.6)
Hierbei enthalten die Vektoren zE und z˙E die Modalkoordinaten der Deformationsbewegun-
gen und deren zeitliche Ableitungen.
In den Kapiteln 2.2 und 2.3 wurde die Bewegung eines Punktes mit vera¨nderlichem Bezugs-
punkt betrachtet. Passt man die dort hergeleiteten Ausdru¨cke an die oben verwendete Nomen-
klatur an, so erha¨lt man:
rRFk = A
BA(χ)rARB + A
BA(χ)S(rk, θk, yk)T(χ)zE , rARB = const , S(rk, θk, yk) = const
(3.7)
ωRFk = A
BA(χ)Θ(rk, θk, yk)T(χ)z˙E (3.8)
Damit ergibt sich:
Rk = ABA(χ)S(rk, θk, yk)T(χ) (3.9)
Wk = ABA(χ)Θ(rk, θk, yk)T(χ) (3.10)
Damit wird deutlich, dass fu¨r die Beschreibung einer Kraft oder eines Moments mit vera¨nderli-
chem Angriffspunkt eine Modifikation der Modalmatrizen Rk und Wk sowie des Vektors rRFk
erforderlich ist. Der Aufwand einer entsprechenden Erweiterung des verwendeten Programms
SIMPACK bleibt daher u¨berschaubar.
Soll ein Angriffspunkt vera¨nderlich sein, so wird dies durch Setzen einer Flag-Variable in dem
betreffenden Marker des Ko¨rpers angezeigt. Fu¨r jeden derartigen Marker sind folgenden An-
gaben erforderlich:
• die Lage des Markers im ”nichtdrehenden” Koordinatensystem A, ausgedru¨ckt durch
die Koordinaten xA, yA und zA,
• die Modalfunktionen
Vk(xA, yA, zA) =
⎡⎣ Uk(xA, yA, zA)Vk(xA, yA, zA)
Wk(xA, yA, zA)
⎤⎦ ,Ψk(xA, yA, zA) =
⎡⎢⎣ Ψ(1)k (xA, yA, zA)Ψ(2)(xA, yA, zA)
Ψ(3)(xA, yA, zA)
⎤⎥⎦ (3.11)
• die Periodizita¨t kk der Ansatzfunktion,
• der Index der zugeho¨rigen orthogonalen Ansatzfunktion,
Diese Angaben werden in separaten Dateien, die die Ergebnisse des in Kapitel 2.4.4 beschriebe-
nen Vorgehens enthalten, abgelegt. Die Namen der Dateien werden fu¨r jeden Marker angege-
ben, wobei selbstversta¨ndlich unterschiedliche Marker auf die gleiche Datei zugreifen ko¨nnen.
Die in Kapitel 2 hergeleitete Beschreibung wird im Folgenden mit SARS (semi-analytische Be-
schreibung einer rotationssymmetrischen Struktur) bezeichnet.
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3.1 Liste der modifizierten Dateien
Die folgenden Dateien (Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/modules/define)
stellen Module dar. Diese Dateien sind als erste zu u¨bersetzen.
• m_marker_ALE.f (neu): Datenblock fu¨r globale Variablen zur Bestimmung elastischer
Deformationene gema¨ß dem SARS-Ansatz
• m_paramet.f (modifiziert): Datenblock fu¨r globale Variablen; hier werden die zentralen
Dimensionen (mbs-max-dimensions) definiert, die Benutzer-definiert sein ko¨nnen. Alle
diese max-Dimensionen werden dann in anderen f90-Modulen als array-dimensionen
verwendet.
• m_velinrb_ALE.f (neu): Datenblock fu¨r globale Variablen fu¨r bewegte Marker auf ei-
nem elastischen Ko¨rper zur Berechnung im SARS-system.
Fu¨r die definierten Module werden die folgenden Allokierungsroutinen
(s_8804/simpack/develop/src/modules/allocate) verwendet:
• alloc_m_marker_ALE.f (neu): Allokierung des Moduls m_marker_ALE
• alloc_m_velinrb_ALE.f (neu): Allokierung des Moduls m_velinrb_ALE
Ebenfalls fu¨r die Module sind die folgenden Initialisierungsroutinen
(s_8804/simpack/develop/src/modules/init) vorgesehen:
• init_m_marker_ALE.f (neu): Initialisierung des Moduls m_marker_ALE
• init_m_paramet.f (modifiziert): Initialisierung des Moduls m_paramet
Zur Berechnung der variablen Formfunktionen dient die neue Routine cr_RMatrix.f:
• cr_RMatrix.f (neu): Generierung der Formfunktionen fu¨r einen bewegten Marker
auf einem rotationssymmetrischen elastischen Ko¨rper. Die im ”nichtdrehenden” Sys-
tem gegebene Formfunktion wird fu¨r den tatsa¨chlichen Drehwinkel χ bestimmt und
anschließend in das ko¨rperfeste System B transformiert: R(χ) = ABA(χ)S(r, θ, y)T(χ),
W(χ) = ABA(χ)Θ(r, θ, y)T(χ). Die Formfunktionen und Funktionalmatrizen werden in
den Feldern R_chi und W_chi des Moduls m_marker_ALE gespeichert.
Zum Einlesen der Daten, die fu¨r den bewegten Marker erforderlich sind, dient die folgende
Routine
• read_alefile.f (neu): Einlesen und Speichern der Daten eines bewegten Punktes auf
einem flexiblen Rotationsko¨rper. Die Daten, die beim Preprocessing generiert wurden,
sind in einem File abgelegt, welches gegenwa¨rtig im working directory des Simpack-
Modells steht, spa¨ter in $SIMPACK_MODEL/run/dat/elm_ale
Die folgenden Dateien sind nach den Verzeichnissen, in denen die entsprechenden Originalda-
teien stehen, geordnet.
Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/input
• izz02.f (modifiziert): Input-Routine zur Zuweisung des Startsatzes an Integer-, Real-
oder Double-Variablen)
Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/form
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• farb.f (modifiziert): Bestimmung des absoluten Ortsvektors des beobachteteten Punkts
auf dem Ko¨rper: rBP = r
B
R + r
B
RB + r
B
BP(zE)
• favb.f (modifiziert): Bestimmung der absoluten Translationsgeschwindigkeit des beob-
achteten Punkts auf dem Ko¨rper: vBP = v
B
R + ω˜
B
IB
[
rBRB + r
B
BP(zE)
]
+ r˙BBP(z˙E)
• fawb.f (modifiziert): Bestimmung der absoluten Winkelgeschwindigkeit des beobach-
teten Punkts auf dem Ko¨rper ωBIP = ω
B
IB + ω
B
BP(z˙E)
• fbuiltin.f (modifiziert): Ermittlung der Einbaulage des Markers auf dem elastischen
Ko¨rper
• felr_A.f (neu): A¨hnlich der Subroutine felr, jedoch an den SARS-Ansatz angepasst.
Formalismusroutine zur Berechnung des relativen Ortsvektors vom Referenzpunkt zum
beobachteten Punkt des elastischen Ko¨rpers: rBRP = r
B
RB + R(χ)zE .
• felrm_A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Funktionalmatrix RMAT der
Translation fu¨r die elastische Verformung am beobachteten Punkt. Die Funktionalmatrix
entspricht R(χ).
• felrp_A.f (neu): A¨hnlich der Subroutine felrp, jedoch an den SARS-Ansatz ange-
passt. Formalismusroutine zur Berechnung der relativen Geschwindigkeit vom Referenz-
punkt zum beobachteten Punkt des elastischen Ko¨rpers: r˙BRP = R(χ)z˙E .
• felrpp_A.f (neu): A¨hnlich der Subroutine felrpp, jedoch an den SARS-Ansatz ange-
passt. Formalismusroutine zur Berechnung der relativen Beschleunigung vom Referenz-
punkt zum beobachteten Punkt des elastischen Ko¨rpers: r¨BRP = R(χ)z¨E .
• feltr2_A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Transformationsmatrix fu¨r
die relative Drehung des beobachteten Punkts relativ zum Referenzsystem.
• feltr_A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Transformationsmatrix fu¨r
die relative Drehung des beobachteten Punkts relativ zum Referenzsystem. Erzeugung
des symbolischen Codes.
• felw_A.f (neu): A¨hnlich der Subroutine felw, jedoch an den SARS-Ansatz angepasst.
Formalismusroutine zur Berechnung der relativen Winkelgeschwindigkeit des beobach-
teten Punkts des elastischen Ko¨rpers relativ zum Referenzsystem. ωBBP = W(χ)z˙E
• felwm_A.f (neu): Formalismusroutine zur Berechnung der Funktionalmatrix WMAT der
Rotation fu¨r die elastische Verformung am beobachteten Punkt. Die Funktionalmatrix
entspricht W(χ).
• felwp_A.f (neu): A¨hnlich der Subroutine felwp, jedoch an den SARS-Ansatz ange-
passt. Formalismusroutine zur Berechnunge der relativen Winkelbeschleunigung des be-
obachteten Punkts des elastischen Ko¨rpers relativ zum Referenzsystem. ω˙BBP = W(χ)z¨E
• ffere.f (modifiziert): Formalismusroutine. Fu¨r das Kraftelement ’IFEL’ wird fu¨r die
jeweiligen Koppelpunkte auf den Ko¨rpern I und J , zwischen denen das Kraftelement
wirkt, der Relativvektor RRIFI und die Funktionalmatrizen RMATI und WMATI bzw.
RRJFJ, RMATJ und WMATJ berechnet.
• ffere_m.f (modifiziert): Bereitstellung aller kinematischen Gro¨ßen, die notwending
sind, um Kra¨fte und Momente des Kraftelements ufelxx.f zu den Vektoren der ge-
neralisierten Kra¨fte fu¨r den gewa¨hlten Kontaktko¨rper hinzuzufu¨gen.
• fkaus_coord_trans.f (modifiziert): Transformation der Koordinaten der Sensor-
Messung vom ko¨rperfesten Referenzsystem R_i in das Koordinatensystem M_c des
gewa¨hlten Markers, wobei der Sensor zwischen M_i and M_j auf dem Ko¨rper R_j defi-
niert ist.
515-08-25
• fkaus_ml.f (modifiziert): Formalismus: A_ik = A_ij * A_jk
• fkinlg.f (modifiziert): Formalismusroutine zur Berechnung der kinematischen Gro¨ßen
auf der Lage- und Geschwindigkeitsebene von den Referenzpunkten
• fkinrm.f (modifziert): Berechnung der relativen Messungen zwischen zwei Markern
als Input fu¨r Marker, die auf Ko¨rpern bewegt werden. Die Sequenz des Kontakt-Marker
auf der Schiene entha¨lt alle Informationen fu¨r die Kontakt-Marker auf dem Rad und dem
Spurkranz und fu¨r die Profil-Referenzmarker auf Schiene und Rad
• fmess.f (modifiziert): Bestimmung der Relativgro¨ßen fu¨r die Lage und die Geschwin-
digkeit zwischen zwei verschiedenen Beobachtungssystemen BI und BJ. Die Relativ-
gro¨ße wird in der Messmatrix bzw. der Messvektor abgelegt.
• frbeij.f (modifiziert): Bestimmung der Translations- und der Winkelbeschleuigung
zwischen zwei verschiedenen Beobachtungssystemen BI und BJ
• freset.f (modifiziert): Zuru¨cksetzen aller Formalismus-Flags, die in der Auswertung
der rechten Seite (rhs: ”right hand side”) gesetzt wurden, zu ”new rhs-call”
• frlgij.f (modifiziert): Bestimmung aller Relativgro¨ßen fu¨r die Lage und die Ge-
schwindigkeit zwischen zwei verschiedenen Beobachtungssystemen BI und BJ
• frlij.f (modifiziert): Bestimmung aller Relativgro¨ßn fu¨r die Lage zwischen zwei ver-
schiedenen Beobachtungssystemen BI und BJ
• frtrb.f (modifiziert): Bestimmung der Relativ-Transformation zwischen den Beobach-
tungssystemen BI und BJ auf den Ko¨rpern I und J mit Hilfe der vorab berechneten
Relativtransformation TRRIRJ
• fschzb.f (modifiziert): Formalismusroutine zur Berechnung der impliziten Zwangs-
bedingungen der schleifenschließenden Gelenke auf der Lage-, Geschwindigkeits und-
Beschleunigungsebene; hierzu werden die kinematischen Relativgro¨ßen u¨ber die Gelen-
ke sowie die Einbaugro¨ßen auf dem Koppelko¨rper (h) bestimmt.
• fschzk.f (modifiziert): Formalismusroutine zur Berechnung der Zwangskra¨fte der
schleifenschließenden Gelenke, der Addition der Zwangskra¨fte der schleifenschließen-
den Gelenke zu den eingepra¨gten Kra¨ften der entsprechenden Koppelko¨rper und zur
Berechnung der Relativgro¨ßen (Lage, Geschwindigkeit) u¨ber die schleifenschließenden
Gelenke.
• fsteu1.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fu¨r das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der zweiten Ableitung der Gelenkkoordinaten ZG (im Baum), der zweiten
Ableitung der elastischen Koordinaten ZE, der ersten Ableitung der Zustandsgro¨ßen zur
Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen und der impliziten Zwangsbedin-
gungen fu¨r die geschlossenen Schleifen auf der Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungsebene.
• fsteu2.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fu¨r das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der zweiten Ableitung der Gelenkkoordinaten ZG (im Baum), der zweiten
Ableitung der elastischen Koordinaten ZE, der ersten Ableitung der Zustandsgro¨ßen zur
Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen, der kinematischen Auswertung
und der kinetischen Auswertung von Zwangskra¨ften von den Gelenken im Baum und
von eingepra¨gten Kra¨ften.
• fsteu2_constr.f (modifiziert): Auswertungsmodul und Formalismus-Interface fu¨r
das Linearisierungsmodul pabc_alg.f. Dieses Modul unterscheidet sich vom Origi-
nalmodul fsteu2.f durch den zusa¨tzlichen Aufruf des Moduls fschzb.f zur Aus-
wertung der Zwangsbedingungen. Durchgefu¨hrt werden die Berechnungen der zweiten
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Ableitung der Gelenkkordinaten ZG (im Baum), der zweiten Ableitung der elastischen
Koordinaten ZE, der ersten Ableitung der Zustandsgro¨ßen zur Beschreibung der Eigen-
dynamik von Kraftelementen, der kinematischen Auswertungen, der kinetischen Aus-
wertungen der Zwangskra¨fte von den Gelenken im Baum und der eingepra¨gten Kra¨fte
und der Auswertung der Zwangsgleichungen.
• fsteu4.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fu¨r das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der inversen Kinematik zum Zeitpunkt t.
• fsteu8.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fu¨r das Unterprogrammpaket zur
Berechnung der zweiten Ableitung der Gelenkkordinaten ZG (im Baum), der zweiten
Ableitung der elastischen Koordinaten ZE, der ersten Ableitung der Zustandsgro¨ßen zur
Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen, der kinematischen Auswertungen
und der kinetischen Auswertungen der Zwangskra¨fte von den Gelenken im Baum und
der eingepra¨gten Kra¨fte.
• fsteu9.f (modifiziert): Formalismus-Entry-Routine zur Berechnung der symbolischen
Gleichungen fu¨r xdot.
• fsteui.f (modifiziert): Schnittstellen-Steuerroutine fu¨r das Unterprogrammpaket zur
Berechnung des starren und elastischen Residuums, der ersten Ableitung der Zustands-
gro¨ßen zur Beschreibung der Eigendynamik von Kraftelementen, der impliziten Zwangs-
bedingungen fu¨r die geschlossenen Schleifen auf der Lage-, Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungsebene.
Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/pre
• pebeob.f (modifiziert): Preprocessor-Routine zur Aufbereitung der Benutzereingaben
fu¨r die Beobachtungssysteme:
– Formale U¨berpru¨fung der Ko¨rperzuordnungen
– Besetzen der noch ausstehenden Gro¨ßen
* L=6 im Kennfeld KEREK(L,IK,IC,IST)
* L=6 im Kennfeld KEFTYP(L,IFEL)
* L=9 im Kennfeld KEFTYP(L,IFEL)
* L=7 im Kennfeld KEFMES(L,IMESS,IFEL)
* L=8 im Kennfeld KEFMES(L,IMESS,IFEL)
* L=7 im Kennfeld KELOOP(L,NRL)
* L=8 im Kennfeld KELOOP(L,NRL)
– Vervollstaendigung der Einbautransformation TRKB(3,3,NRB)
• pevorb_dyn_alloc_getdim.f (modifiziert): Ermittlung der Dimensionen fu¨r die
pseudo-dynamische Feld-Allokierung, die durch die config-files gegeben ist.
• pevorb_dyn_alloc_kernel.f (modifiziert):
– ALLOCATE: Speicher-Allokierung der SIMPACK-kernel arrays des MBS-
Formalismus
* fu¨r Ausdru¨cke
* fu¨r elastische Ko¨rper: nzemax, nkemax, nbemax
* fu¨r Kra¨fte: nzfmax, nfdmax, nafmax
* fu¨r Sensoren nkamax
– STOP des Programms im Fall eines Fehlers
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– Nicht explizit allokierte Felder sind fu¨r Zusta¨nde: nxmax , nepmax=10+nxmax,
n_add_eq_max=nxmax, niamax=1+nxmax+4, iamax_fd=1+4*nxmax. Diese Al-
lokierungen werden in den Modulen intern ausgefu¨hrt.
Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/access/internal/av:
• spck_av_markerkin.f (modifiziert): Access function des Typs ”absolute kinematic
measurement” eines Markers fu¨r SIMPACK-Ausdru¨cke
Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/bibl/beo:
• ubeo82.f (modifiziert): User-Routine fu¨r die Berechnung der kinematischen Relativ-
gro¨ßen eines Beobachtungssystems relativ zum jeweiligen ko¨rperfesten Referenzsystem.
• ubeo82_ini.f (modifiziert): Preprocessor-Routine
– zur Vervollsta¨ndigung der User-Definitionen des bewegten Marker-Elements
– zur Berechnung von Gro¨ßen, die nur einmal berechnet werden mu¨ssen, z.B. zusa¨tz-
liche Parameter
– zur Erzeugung von Text-Strings und zum Setzen von Unit-Flags fu¨r:
* Text-Strings fu¨r den Typ des bewegten Markers
* Text-Strings fu¨r die Parameter des bewegten Markers (mparam)
* Typ des Parameter des bewegten Markers (real/moved marker-id/etc.)
* Einheit des Parameter des bewegten Markers ([m], [m/s], etc.
Diese Routine wird einmal aufgerufen nach dem Laden des Modells vor den Berech-
nungen und mehrfach wa¨hrend des Erstellen des Modells (model setup). Sie kann auch
benutzt werden zum:
– U¨berpru¨fen und Vorabberechnen von Parametern des MBS-Elements
– O¨ffnen von Files
• ubeo97.f (modifiziert): User-Routine fu¨r die Berechnung der kinematischen Relativ-
gro¨ßen eines Beobachtungssystems relativ zum jeweiligen ko¨rperfesten Referenzsystem.
Fu¨r den Beobachtungspunkt fu¨r den Rad/Schiene-Kontaktpunkt gilt:
– Der Ortsvektor und die Drehung sind abha¨ngig von der Relativmessung
– Die Relativgeschwindigkeiten und Beschleunigungen auf den Einbauko¨rper sind
gleich Null.
In dieser Routine werden A=trkb und r=r0rb gesetzt, wobei trkb(3,3nrb)
und r0rb(3,nrb) bereits durch ubeor97.f berechnet wurden. Der Aufruf von
ubeor_xx.f erfolgt bei der Vorwa¨rtskinematik: .../src/form/fkinlg.fDie kine-
matischen Relativvektoren werden in dem jeweiligen ko¨rperfesten Referenzsystem ange-
geben.
• ubeo97_ini.f (modifiziert): Preprocessor-Routine
– zur Vervollsta¨ndigung der User-Definitionen des bewegten Marker-Elements
– zur Berechnung von Gro¨ßen, die nur einmal berechnet werden mu¨ssen, z.B. zusa¨tz-
liche Parameter
– zur Erzeugung von Text-Strings und zum Setzen von Unit-Flags fu¨r:
* Text-Strings fu¨r den Typ des bewegten Markers
* Text-Strings fu¨r die Parameter des bewegten Markers (mparam)
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* Typ des Parameter des bewegten Markers (real/moved marker-id/etc.)
* Einheit des Parameter des bewegten Markers ([m], [m/s], etc.
Diese Routine wird einmal aufgerufen nach dem Laden des Modells vor den Berech-
nungen und mehrfach wa¨hrend des Erstellen des Modells (model setup). Sie kann auch
benutzt werden zum:
– U¨berpru¨fen und Vorabberechnen von Parametern des MBS-Elements
– O¨ffnen von Files
• ubeor82.f (modifiziert): User-Routine fu¨r die Berechnung der kinematischen Relativ-
gro¨ßen eines Beobachtungssystems relativ zum jeweiligen ko¨rperfesten Referenzsystem.
Verzeichnis s_8804/simpack/develop/src/bibl/fel
• ufel167.f (modifiziert): User-Routine fu¨r die Berechnung der eingrepra¨gten Kra¨fte
und/oder-Momente eines Kraftelements vom Typ X (fest installierte Bibliotheks-Routine)
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3.2 Abha¨ngigkeit der neuen und modifizierten Routinen
Im Folgenden sind nun die einzelnen Aufrufe der neuen und modifizierten Routinen in einer
Baumstruktur (”Calltree”) aufgefu¨hrt. Viele Routinen greifen auf die in m_marker_ALE.f,
m_paramet.f und m_velinrb_ALE.f definierten Module zu. Da diese Module grundsa¨tz-
lich als erste u¨bersetzt werden mu¨ssen, sind die Zugriffe auf diese Module nicht explizit ange-
geben.
Die Routinen fkinlg, freset, fschzb und fschzk werden nur von den Steuerroutinen
fsteu1, fsteu2, fsteu2_constr, fsteu4, fsteu8, fsteu9 und fsteui aufgerufen; da-
her wird fu¨r diese sieben Steuerroutinen ein gemeinsamer Calltree angegeben. Dieser lautet:
fsteu1 / fsteu2 / fsteu2_constr / fsteu4 / fsteu8 / fsteu9 / fsteui
+-fkinlg
+-freset (nur fsteu1 / fsteui )
+-fschzb (nur fsteu1 / fsteu2_constr / fsteu4 / fsteu8 / fsteu9 / fsteui )
| +-cr_RMatrix
| +-feltr_A
| | +-feltr2_A
| +-frbeij
| | +-cr_RMatrix
| | +-farb
| | | +-cr_RMatrix
| | | +-felr_A
| | +-favb
| | | +-cr_RMatrix
| | | +-felr_A
| | | +-felrp_A
| | +-fawb
| | | +-cr_RMatrix
| | | +-felw_A
| | +-felrpp_A
| | +-felwp_A
| +-frlgij
| +-cr_RMatrix
| +-felr_A
| +-felrp_A
| +-felw_A
| +-frtrb
| +-cr_RMatrix
| +-feltr_A
| +-feltr2_A
+-fschzk
+-cr_RMatrix
+-fbuiltin
| +-cr_RMatrix
| +-felr_A
| +-felrm_A
| +-feltr_A
| | +-feltr2_A
| +-felwm_A
+-felrm_A
+-feltr_A
| +-feltr2_A
+-felwm_A
+-frlgij
+-cr_RMatrix
+-felr_A
+-felrp_A
+-felw_A
+-frtrb
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
+-feltr2_A
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Die Calltrees fu¨r die u¨brigen Subroutinen lauten:
ffere
+-cr_RMatrix
+-felr_A
+-felrm_A
+-felwm_A
ffere_m
+-cr_RMatrix
+-felr_A
+-felrm_A
+-felwm_A
fkaus_coord_trans
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
+-feltr2_A
fkaus_ml
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
| +-feltr2_A
+-frlij
+-cr_RMatrix
+-felr_A
+-frtrb
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
+-feltr2_A
fkinrm
+-fmess
+-cr_RMatrix
+-farb
| +-cr_RMatrix
| +-felr_A
+-favb
| +-cr_RMatrix
| +-felr_A
| +-felrp_A
+-fawb
| +-cr_RMatrix
| +-felw_A
+-feltr_A
| +-feltr2_A
+-frtrb
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
+-feltr2_A
pebeob
+-read_alefile
spck_av_markerkin
+-cr_RMatrix
+-felrp_A
+-felrpp_A
+-feltr_A
| +-feltr2_A
+-felw_A
+-felwp_A
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ufel167
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
| +-feltr2_A
+-frbeij
| +-cr_RMatrix
| +-farb
| | +-cr_RMatrix
| | +-felr_A
| +-favb
| | +-cr_RMatrix
| | +-felr_A
| | +-felrp_A
| +-fawb
| | +-cr_RMatrix
| | +-felw_A
| +-felrpp_A
| +-felwp_A
+-frlgij
+-cr_RMatrix
+-felr_A
+-felrp_A
+-felw_A
+-frtrb
+-cr_RMatrix
+-feltr_A
+-feltr2_A
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4 Anwendungsbeispiel
Als Anwendung fu¨r die neue Beschreibung (SARS) wird ein Reisezugwaggon mit vier
Radsa¨tzen, die auf zwei Drehgestelle verteilt sind, gewa¨hlt. Genauere Angaben u¨ber den Wag-
gon ko¨nnen der Arbeit von Schupp [3] entnommen werden. Zusa¨tzlich wird jeder Radsatz von
einem Fahrweg-Element, welches Vertikal-, Lateral- und Wankbewegungen ausfu¨hren kann,
unterstu¨tzt. Das Modell besteht aus 21 Ko¨rpern und besitzt 61 Starrko¨rperfreiheitsgrade.
Fu¨r die im Folgenden beschriebene Rechnung wurden die beiden Radsa¨tze des vorderen Dreh-
gestells als elastische Ko¨rper modelliert. Die Analyse der Strukturdynamik erfolgte mit dem
Finite-Elemente-Programm ANSYS. Insgesamt wurden 100 Eigenmoden in das Modell inte-
griert, so dass das erweiterte Modell 261 Freiheitsgrade besitzt. Hierbei liegen die niedrigsten
Eigenfrequenzen bei f0 = 74, 01 Hz (antimetrische Torsion) und f0 = 82, 753 Hz (symmetrische
Biegung). Die ho¨chsten Eigenfrequenzen der verwendeten Moden liegen bei f0 = 4224, 387 Hz.
Die niedrigste Periodizita¨t der verwendeten Moden ist k = 0 (Torsionsmoden, Schirmmoden),
die ho¨chste Periodizita¨t betra¨gt k = 5. Dieses Modell verwendet fu¨r die umlaufenden Marker
der Rad-Schiene-Kontakte die neuentwickelte SARS-Beschreibung. Eine Ansicht des Modells
zeigt Abbildung 4.1.
Abbildung 4.1: Ansicht des Modells
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Zu Vergleichszwecken wurde ein Modell verwendet, welches die aus der Rotation der
Radsa¨tze herru¨hrenden Effekte na¨herungsweise beru¨cksichtigt; dieses Modell wird im
Folgenden als ”Rotor-Na¨herung” bezeichnet. Hierbei fu¨hren die Radsa¨tze keine eigent-
liche Drehung um ihre Symmetrieachse aus, so dass keine bewegten Marker fu¨r die
Rad-Schiene-Kontakte erforderlich sind. Aus diesem Grund besitzt jeder Radsatz nur 5
Starrko¨rper-Freiheitsgrade, so dass das Gesamtmodell nur 257 Freiheitsgrade besitzt. Gleich-
wohl werden die aus der Drehung herru¨hrenden Rotorterme na¨herungsweise in der Rech-
nung beru¨cksichtigt. Diese Beru¨cksichtigung wird durch Setzen eines entsprechenden Flags
(Apply RotorTerms to body =) aktiviert. Wa¨hrend bei der SARS-Beschreibung die Mar-
ker der Rad-Schiene-Kontaktelemente direkt an die elastischen Ko¨rper angeschlossen werden,
mu¨ssen fu¨r die Rotor-Na¨herung Zwischenko¨rper mit extrem kleiner Masse an den Radsa¨tzen
befestigt werden; die Rad-Schiene-Kontaktelemente greifen an diesen Zwischenko¨rpern an.
Als weiterer Vergleich wurde ein Modell verwendet, in dem die Radsa¨tze als starre Ko¨rper
modelliert werden.
Mit diesen Modellen wurden zwei Szenarien untersucht, na¨mlich
• Geradeauslauf mit v0 = 144 km/h, zentrische Stellung der Radsa¨tze
• Grenzzykluslauf (”Schlingerlauf”) mit v0 = 504 km/h
Als Integrationsmethode wurde der Solver SODASRT gewa¨hlt, die absoluten und relativen To-
leranzen betragen jeweils 10−7. Als Simulationszeit wurde Δt = 5 s gewa¨hlt. Fu¨r die einzelnen
Modelle und Szenarien ergaben sich die folgenden Rechenzeiten:
starrer Radsatz Rotor-Na¨herung SARS-Beschreibung
Geradeauslauf v0 = 144 km/h 4 s 2370 s 3224 s
Grenzzykluslauf v0 = 504 km/h 92 s 2395 s 10264 s
Tabelle 4.1: Rechenzeiten
Der extreme Rechenzeitunterschied fu¨r den Grenzzykluslauf ist vermutlich auf die hohen
auftretenden Frequenzen zuru¨ckzufu¨hren, die bei der SARS-Beschreibung auftreten: Bei ei-
nem Durchmesser der Rades von d0 = 0, 92 m erreicht der Radsatz eine Drehzahl von etwa
n ≈ 48, 438 s−1. Aufgrund der ho¨chsten auftretenden Periodizita¨t k = 5 entsteht dadurch al-
lein durch das Abrollen eine Frequenz von f = 242, 192 Hz. Da sich der Radsatz kinematisch
gesehen bei der Rotor-Na¨herung nicht u¨berschla¨gt, treten derart hohe Frequenzen dort nicht
auf, was die Integration offensichtlich erleichtert. Beim starren Radsatz existiert das Problem
der hohen Frequenzen ebenfalls nicht.
In Abbildung 4.2 sind die Ergebnisse der Rechnungen fu¨r den Grenzzykluslauf der elastisch
modellierten Radsa¨tze in Form von Phasenportra¨ts der Quer- oder Lateralbewegungen darge-
stellt. Es fa¨llt sofort auf, dass die Ergebnisse fu¨r die beiden unterschiedlichen Beschreibungs-
methoden deutlich voneinander abweichen, insbesondere hinsichtlich der Geschwindigkeiten,
die bei der SARS-Methode deutlich ho¨her sind.
In Abbildung 4.3 sind die Ergebnisse fu¨r den Grenzzykluslaufs bei v0 = 504 km/h, die mit
der SARS-Beschreibung berechnet wurden, denen, die mit starren Radsa¨tzen ermittelt wur-
den, gegenu¨bergestellt. Die Form der Kurven stimmen recht gut u¨berein, fu¨r die nach der
SARS-Beschreibung modellierten elastischen Radsa¨tze ergeben sich jedoch ho¨here Amplitu-
den. Dies ist darauf zuru¨ckzufu¨hren, dass es durch die lateralen Kra¨fte zu Deformationen der
Radsatzwelle und der Radscheiben kommt, wodurch sich der Massenmittelpunkt, dessen La-
teralbewegung in Abbildung 4.3 dargestellt ist, sta¨rker auswa¨rts verlagert.
Der Vergleich der Ergebnisse zeigt, dass die mit der SARS-Beschreibung ermittelten Ergebnisse
physikalisch plausibel sind, was wiederum fu¨r die Plausibilita¨t der Theorie und fu¨r eine kor-
rekte programmtechnische Umsetzung spricht. Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen
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fu¨r die SARS-Beschreibung und denen fu¨r die Rotor-Na¨herung sind vermutlich darauf zuru¨ck-
zufu¨hren, dass bei der Rotor-Na¨herung die aus der Rotation herru¨hrenden Effekte eben nur
na¨herungsweise beru¨cksichtigt werden. Dieser Unterschied macht sich insbesondere bei sehr
hohen Fahrgeschwindigkeiten und entsprechend hohen Drehzahlen der Radsa¨tze bemerkbar.
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Abbildung 4.2: Phasenportra¨ts der Lateralbewegung des vorlaufenden (rechts) und des nach-
laufenden (links) Radsatzes fu¨r die SARS-Beschreibung (oben) und fu¨r die Rotor-Na¨herung
(unten)
515-08-25
Abbildung 4.3: Phasenportra¨ts der Lateralbewegung des vorlaufenden (rechts) und des nach-
laufenden (links) Radsatzes fu¨r die SARS-Beschreibung (oben) und fu¨r die Modellierung als
Starrko¨rper (unten)
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